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Yorrede  zur  ersten  Auflage. 


Die  in  vorliegendem  Werke  der  Oeffentlichkeit  übergebenen 
Vorlesungen  hat  der  der  Wissenschaft  und  den  Hörern  viel  zu  früh 
entrissene  Professor  Ferdinand  Joachimsthal  an  der  Universität 
zu  Breslau  im  Wintersemester  1856/57  gehalten,  und  den  Heraus- 
geber, der  damals  zu  seinen  Füssen  sass,  beauftragt,  sie  wortgetreu 
nachzuschreiben  und  für  die  Herausgabe  druckfertig  abzufassen.  Nach 
Schluss  der  Vorlesungen  empfing  Herr  Professor  Joachimsthal  das 
Manuscript  und  hatte  nach  eingehender  Prüfung  nichts  Wesentliches 
daran  auszusetzen-,  doch  unterblieb  die  Herausgabe,  wohl , weil  andere 
Gebiete  der  Mathematik,  namentlich  die  Elemente  der  analytischen 
Geometrie,  den  hochverehrten  Herrn  beschäftigten.  Wenn  der  Unter- 
zeichnete erst  jetzt,  nachdem  so  viele  Jahre  verflossen  sind,  sich  ent- 
schlossen hat,  die  Vorträge  herauszugeben,  so  liegt  der  Grund  haupt- 
sächlich darin,  dass  er  lange  Anstand  genommen  hat,  selber  die  letzte 
Hand  an  die  Druckfertigstellung  zu  legen.  Als  er  aber  einmal  daran 
gegangen  war,  gaben  ihm  die  hohen  Vorzüge  des  Werkes  den  Muth, 
diese  Arbeit  zu  Ende  zu  bringen,  indem  er  hoffte,  dass,  was  etwa 
an  der  Art  der  Abfassung  den  Beifall  der  Kenner  nicht  hab^n 
sollte,  über  den  inneren  Vorzügen  der  Vorlesungen  verziehen  werden 
würde.  Als  solche  Vorzüge  sei  es  gestattet,  hier  —  und  zwar  nicht 
bloss  nach  der  Meinung  des  Herausgebers,  sondern  auch  nach  dem  Ur- 
theile  von  namhaften  Gelehrten,  denen  das  Werk  jetzt  zur  Prüfung 
vorgelegen  hat  —  nur  hervorzuheben,  dass  die  Vorlesungen  ein  be- 
stimmtes scharf  abgegrenztes  Gebiet  in  fasslicher  und  eleganter 
Darstellung  behandeln,  namentlich  auch  in  ihnen  die  verschiedenen 
Diciplinen  der  Mathematik  in  geistreicher  Weise  zur  Lösung  der 
Probleme  herangezogen  sind,  wie  besonders  die  Geometrie  an  vielen 
Stellen  die  rechnende  Lösung  vorbereitet,  oder  ihr  nachfolgend  die 
gefundenen  Resultate  deutet. 

Somit  wird  das  Werk  für  Lernende  eine  nicht  unwillkommene 
Gabe  sein  und  Studirende  der  Mathematik  au  Universitäten  und 
polytechnischen  Schulen  interessiren. 

Reichenbach  i.  Schi. 

Dr.  Liersemann. 


Vorrede  zur  z^weiten  Aullage. 


Bei  der  Uebernahme  der  Bearbeitung  dieser  zweiten  Auttage  ist 
es  im  Einverständniss  mit  meinem  Herrn  Vorgänger  meine  Absicht 
gewesen,  dieses  Buch  als  Joachimsthals  Eigenthum  und  als  Elementar- 
buch bestehen  zu  lassen. 

Diejenigen  Ergänzungen,  die  ich  bei  einzelnen  Abschnitten  für 
wünschenswerth  hielt,  habe  ich  deshalb  nur  dann  in  die  vorhandenen 
Paragraphen  aufgenommen,  wenn  sie  entweder  rein  redactioneller 
Natur  oder  von  geringerer  Ausdehnung  waren.  Andere  längere  Zu- 
sätze sind  als  Zusätze  zur  zweiten  Auflage  bezeichnet,  und  so  ein- 
jjerichtet,  dass  sie  zum  Verständniss  des  vorher  vorhandenen  Theils 
nicht  unbedingt  nothwendig  sind,  also,  wenn  man  will,  etwa  beim 
ersten  Studium  auch  weggelassen  werden  können.  Der  Anhang,  für 
den  ich  natürlich  allein  verantwortlich  bin,  soll  Gelegenheit  geben,  einen 
Theil  des  im  Buche  Gegebenen  entweder  zu  vervollständigen  oder 
von  andern  Standpunkten  aus  aufzufassen.  Derselbe  zerfallt  in  vier 
Tlieile,  Der  erste  giebt  nach  einigen  vorbereitenden  Betrachtungen 
einen  direkten  Beweis  des  Jakobischen  Satzes,  der  zweite  eine  Er- 
weiterung der  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung  auf  Grund 
eines  neuen  Coordinatensystems,  der  dritte  ist  einer  neuen  Definition 
der  Gauss'schen  Totalkrümmung  und  der  daraus  folgenden  Betrach- 
tungen gewidmet.  Die  Entwickelung  der  Formeln  für  verschiedene 
Elementargrössen  der  Flächentheorie  macht  den  Schluss.  Wenn  ich 
so  hoffe,  den  Nutzen  des  bereits  rühmlichst  bekannten  und  ver- 
breiteten Buches  einigermassen  vermehrt  zu  haben,  so  bin  ich  wenig- 
stens sicher,  dass  dasselbe  in  keiner  Weise  beschädigt  ist. 

Berlin,  im  Januar  1881. 

L.  Natani. 
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Einleitung. 
§  1. 

Erklärung.  Man  nennt  Curven  doppelter  Krümmung  solche 
krumme  Linien,  von  denen  kein  endlicher  Theil  in  einer  Ebene 
enthalten  ist. 

Curve  im  Räume  soll  dagegen  jede  Curve  heissen,  eben  oder 
nicht,  welche  auf  3  Coordinatenaxen  bezogen  ist. 

Der  Begriff  der  doppelten  Krümmung  ist  zunächst  festzustellen. 
Nehmen  wir  auf  irgend  einer  Curve  die  Punkte  a,h,  c,  d  u.  s.  w.,  deren 
Entfernung  von  einander  als  ins  Unendliche  abnehmend  betrachtet  wird, 
so  sind  die  Geraden  ah,  bc,  cd,  die  Richtungen  der  auf  einander  fol- 
genden Tangenten.  Da  nun  diese  Richtungen  im  Allgemeinen  von 
einander  abweichen,  die  Curve  aber  umsomehr  sich  in  dem  be- 
treffenden Punkte  von  einer  Geraden  unterscheidet,  je  grösser  diese 
Abweichung  ist,  so  kann  man  den  Winkel,  welchen  die  Verlängerung 
von  ab  mit  bc  bildet,  oder  vielmehr,  da  derselbe  unendlich  klein  ist,  sein 
Verhältniss  zur  Linie  ab  als  Mass  der  Abweichung  von  einer  Geraden 
im  Punkte  a  betrachten.  Dies  Verhältniss  heisst  die  erste  Krümmung. 
Sie  ist  allen  Curven  ebenen  und  nicht  ebenen  gemein. 

Bei  den  letzteren  aber  wird  auch  die  durch  abc  gehende,  also 
die  durch  3  aufeinander  folgende  Punkte  bestimmte  Ebene,  Schmiegungs- 
ebene  genannt,  von  der  folgenden  durch  bcd  bestimmten  abweichen. 
Man  kann  also  ähnlich  wie  oben  das  Verhältniss  des  unendlich 
kleinen  Winkels,  welchen  beide,  d.  h.  die  auf  einander  folgenden 
Schmiegungsebenen  mit  einander  machen,  zur  Linie  ab  als  Mass  der 
Abweichung  von  einer  Ebene,  betrachten.  Dies  Verhältniss  heisst 
2.  Krümmung;  sie  findet  nur  bei  nicht  ebenen  Curven  statt. 

Anmerkung.  Der  Ausdruck  Curven  doppelter  Krümmung  rührt 
von  Clairaut  her.  Jedoch  ist  ist  bei  ihm  die  Definition  eine  andere, 
als  die  jetzt  übliche.  Jede  Curve  ist  ihrer  Lage  und  Gestalt  nach 
bestimmt,  wenn  man  ihre  Projectionen  auf  2  Ebenen  kennt.  Bei 
ebenen  Curven  ist  jedoch  der  Fall  auszuschliessen,  wo  beide  Projections- 
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ebenen  auf  der  Ebene  der  Curve  senkrecht  stehen,  da  in  diesem  Falle 
die  Projectionen  beide  Gerade,  die  Curve  aber  unbestimmt  ist.  Da- 
gegen kann  eine  Projectionsebene  diese  Lage  haben,  wo  dann  die 
eine  Projection  eine  Gerade  ist.  Bei  nicht  ebenen  Curven  aber  sind 
beide  Projectionen  in  jedem  Falle  Curven,  die  so  bestimmte  Curve 
nimmt  also,  so  zu  sagen,  an  den  Krümmungen  zweier  Projeetions- 
ebenen  Theil. 

§  2. 

Lehrsatz.  Wenn  x^  y,  z  irgendwelche,  rechtwinklige  oder 
schiefwinklige  Coordinaten  sind,  so  wird  eine  Curve  im  Räume 
analytisch  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  diesen  drei 
Variabein  dargestellt.  Dass  zwei  Gleichungen  stattfinden  müssen, 
ergiebt  sich  aus  Folgendem:  Denken  wir  uns  ausser  der  Curve  im 
Räume  eine  Ebene  welche  dieselbe  schneidet  und  der  Ebene  xy 
parallel  ist,  so  dass  die  ^-Coordinate  in  ihr  einen  bestimmten  con- 
stanten  Werth  hat.  Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
wird  dann  eine  gegebene  sein.  Es  muss  also,  wenn  das  Gesetz  der 
Curve  bekannt  ist,  möglich  sein  zu  jeder  Höhe  z  dieser  Ebene  die 
entsprechenden  Durchschnittspunkte,  d.  h.  die  ihnen  entsprechenden 
Werthe  von  x  und  y  zu  finden,  es  müssen  also  zwei  Gleichungen 
eine  zwischen  x  und  ^,  die  andere  zwischen  y  und  z  vorhanden  sein. 

Stellt  man  die   so   eben  gemachte  Betrachtung  in  Zeichen  dar, 

so   haben  diese   beiden    Gleichungen   folgende   Form    \^  ~ '  ^^'       Sie 

haben  aber  auch  noch  eine  andere  Bedeutung.  Die  erste  Gleichung 
nämlich  x  =  f{i)  stellt  eine  ebene  Curve  und  zwar  eine  Curve  in 
der  iC^-Ebene  dar;  mit  jedem  Punkte  dieser  Curve  haben  aber  noch 
unzählig  viele  andere  Punkte  dasselbe  x  und  dasselbe  z^  nämlich  alle 
Punkte  derjenigen  Geraden,  welche  in  dem  fraglichen  Punkte  der 
Curve  X  =  f{z)  normal  auf  der  Ebene  der  xz  errichtet  werden  kann. 
Die  Gleichung  x  =  f{z)  drückt  also  nicht  nur  die  Curve  in  der  xz- 
Ebene  aus,  sondern  alle  Punkte  desjenigen  Cy linders,  oder  derjenigen 
cylindrischen  Fläche,  welche  auf  jener  Curve  in  der  a;^-Ebene  normal 
steht.  Ebenso  genügen  der  Gleichung  y  =z  (p  (z)  sämmtliche  Punkte 
einer  cylindrischen  Fläche,  die  auf  der  Curve  in  der  «/^-Ebene  normal 
errichtet  ist.  (Die  Bezeichnung  normal  bezieht  sich  natürlich  nur  auf 
rechtwinklige  Coordinaten;  das  hier  Gesagte  gilt  aber  auch  für  loxo- 
gonale  Systeme,  nur  hat  man  dann  statt  normal  auf  der  Ebene  die 
Worte  zu  setzen:  parallel  der  in  der  Ebene  nicht  enthaltenen  Coor- 
dinatenaxe.)  Da  nun  die  Curve  im  Räume  beiden  Gleichungen  genügt, 
so  muss  sie  auf  beiden  Cylindern  liegen  oder  der  Durchschnitt  dieser 
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beiden  Flächen  sein:  Das  System  der  beiden  Gleichungen 
I  ,  !   stellt  also    die   darin  bezeichnete  Raumcurve    als 

l  2/  =  qp  {Z) 

die  Durchnittslinie  der  beiden  cylindrischen  Oberflächen 
x=^f{^),  y  =  ^iß)  dar. 

Betrachtet  man  dagegen  jede  dieser  beiden  Gleichungen  nur  als 
die  der  ebenen  Curve  in  den  Ebenen  resp.  der  xz  und  yz,  d.  h.  als 
die  Gleichungen  der  Projectionen  der  gegebenen  Raumcurve  auf  diese 
beiden  Coordinatenebenen,  so  besteht  die  zweite,  von  der  ersten  wesent- 
lich nicht  verschiedene  Art  eine  Raumcurve  zu  bestimmen  darin, 
dass  man  sie  durch  ihre  Projectionen  auf  zwei  der  Coordi- 
natenebenen  giebt.  Zwei  Projectionen  sind  nur  nöthig,  weil  man 
die  dritte  leicht  aus  den  Gleichungen  der  beiden  ersten  finden  kann, 
indem  man  die  ihnen  gemeinschaftliche  Ordinate,  hier  z,  aus  ihnen 
eliminirt. 

§  3. 

Es  giebt  nun  noch  eine  dritte  Art  der  Darstellung  der 
Curven,  nämlich  dass  man  jede  der  drei  Coordinaten 
X  y  z  als   eine  Function  von  irgend   einer  vierten  Grösse   t 

darstellt:     \y  =  h  (*).     Zu  dieser  letzten  Art  der  Darstellung  bilden 

U  ==  /;  {t) 

wir  uns  zwei  Beispiele: 

1)  Die  gerade  Linie  im  Räume.  Eine  gerade  Linie  gehe 
durch  einen  bestimmten  Punkt  (a,  h,  c);  bezeichnen  wir  diesen  Punkt 
mit  M,  und  fixiren  wir  zugleich  eine  der  beiden  von  M  ausgehenden 
Richtungen  auf  der  Geraden  als  positiv,  so  wird  diese  Richtung  mit 
jeder  der  positiven  Seiten  der  Coordinatenaxen  einen  völlig  bestimmten 
Winkel  machen.  Seien  diese  3  Winkel  bezüglich  cc  ß  y.  Ferner  sei 
N  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Linie,  x,  y,  z  die  Coordinaten  dieses 
Punktes.    Dann  ist,  wenn  man  unter  MN  die  absolute  Länge  dieser 

Linie  versteht  '^^  =  +  cos  « ,  ^^  =  -{-  cos  /3 ,  -^^  =  +  cos  y . 

Das  obere  bezüglich  untere  Zeichen  ist  zu  nehmen,  je  nachdem 
N  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  von  M  liegt,  da  aber  im 
letzteren  Falle  MN  als  negativ  zu  betrachten  ist,  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  ^  =  +  MN  setzen ,  wo  das  untere  Zeichen  für  die  negative 

Richtung  gilt,  in  jedem  Falle:    — ^  =  cosa,    — —  =  cos/3,    — p 

=  cos  y ,    oder  x  =  a  -\-  tcosa,    y  =  b  -\-  tcos  ß,    ^  =  c  +  ^  cos  y ; 

X  —  a       y  —  b        z  —  c 
cos  a  cos  ß  cos  y  ' 

1* 


^ 
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2)  Die  Schraubenlinie.  In  der  ic^-Ebene  liege  ein  Kreis, 
Fig.  1,  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sei; 
und  auf  diesem  Kreise  stehe  normal  ein  Cylinder.  Da  wo  der  Kreis 
die  ic-Axe  schneidet,  fange  ein  Punkt  an,  sich  an  dem  Cylinder  in 
die  Höhe  zu  bewegen,  und  zwar  so,  dass  seine  Steigerung  propor- 
^.    ,  tional  ist  dem   Winkel,  welchen  seine  Pro- 

Fig.  1.  ' 

%>  '  jection   auf  die  iC?/-Ebene   in   dieser  Ebene, 

d.  h,  in  dem  Kreise  beschreibt.  Welches 
sind  die  Gleichungen  dieser  Curve?  —  Da 
jeder  Punkt  im  Räume  mit  seiner  Projection 
auf  eine  der  drei  Coordinatenebenen  die- 
jenigen beiden  Coordinaten  gemeinschaftlich 
hat,  welche  in  diese  Ebene  fallen,  so  ist  hier 
offenbar,  wenn  der  Kreisradius  a  und  der 
veränderliche    Winkel    in    der   a;«/- Ebene    t 

^    heisst,  X  =  a  '  cos  t,  y  =  a  -  ^m  t,  und  zwar 

/  gelten  diese  beiden  Gleichungen  sowohl  für 

y  den  Hilfspunkt,   der  sich  in  der  Ebene  der 

xy  bewegt,  wie  für  den  die  gesuchte  Curve 
erzeugenden  Punkt,  der  an  dem  Cylinder  in  die  Höhe  steigt.  Hat 
nun  der  Hilfspunkt  einmal  die  Peripherie  27t  durchlaufen,  so  wird 
der  eigentliche  beschreibende  Punkt  eine  gewisse  constante  Höhe  h  er- 
reicht haben.  Dieses  &  nennt  man  die  Höhe  eines  Schraubenganges.   Es 

ist  nun,  ^xh  =  1:271  oder  ^  =  5^5  also  sind  gefunden  die  Gleichungen 

!x  =  a  cos  t 
ht 

y'  =  2^ 
Dass  diese  Curve  auf  einem  Kreiscylinder  liegt,  kann  man  auch 
erkennen,  wenn  man  t  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  eliminirt. 
Man  erhält  dadurch  x^  -\-  y^  =  a^,  zunächst  die  Gleichung  des  Grund- 
kreises, und  dann  die  eines  auf  demselben  normal  errichteten  Cy- 
linders.    Eliminirt  man  t  aus  der  letzten  und  einer  der  beiden  ersten 

Gleichungen,  so  erhält  man:  x  ==  a  •  cos  —r-  und  y  =  a  •  sin  —r- ,  nach 

dem  Obigen  ebenfalls  zwei  Cylinder.  Man  kann  aber  f  auch  so 
eliminiren,  dass  die  resultirende  Gleichung  alle  drei  Variabein  ent- 
hält: —  =  tg  -^-     Was  diese  bedeutet,  werden  wir  sogleich  sehen. 

Anmerkung.  Die  Schraubenlinie  kann  auch  auf  folgende  Art 
definirt  werden.  Man  denke  sich  ein  Rechteck  so  um  einen  Cylinder 
gewickelt,  dass  die  Grundlinie  desselben  mit  der  Peripherie  der  Grund- 


^^t^l^ 
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^'^'  ^'  ^^      fläche    des    Cy linders    zusammenfällt.     Die 

Diagonale  bildet  dann  eine  Schraubenlinie 
(Fig.  2).  Ist  die  Grundlinie  gleich  der 
Peripherie  der  Cy  linder  -  Grundfläche  also 
gleich  2ajr,  so  wird  die  Höhe  die  Ganghöhe  der  Schraubenlinie 
sein.  Offenbar  lässt  sich  sowohl  diese,  wie  auch  die  oben  gegebene 
Definition,  auf  beliebige  Cylinder  leicht  ausdehnen. 

§4. 
Lehrsatz.  Jede  Gleichung  zwischen  drei  Variabein  x,  y,  z 
stellt  eine  Fläche  dar;  und  umgekehrt:  Jede  Fläche  wird  durch 
eine  Gleichung  zwischen  drei  Variabein  x,y,z  ausgedrückt. 
Dies  ist  ebenfalls  leicht  zu  übersehen.  Denken  wir  uns  nämlich  die 
Fläche  nach  irgend  welchem  Gesetze  gebildet,  und  fällen  von  einem 
bestimmten  Punkte  dieser  Fläche,  den  wir  uns  fixiren,  die  ^-Ordinate 
herunter,  so  trifft  diese  einen  ebenfalls  bestimmten  Punkt  der  xy-WaenQ. 
Umgekehrt  liegt  über  jedem  Punkte  der  a;^- Ebene  ein  gewisser 
Punkt  der  Fläche,  der  ein  bestimmtes  z  hat.  Man  muss  also  im 
Stande  sein,  aus  den  Coordinaten  x  und  y  eines  Punktes  der  Fläche 
seine  Höhe  über  der  ^^- Ebene,  d.  h.  sein  z  zu  finden.  Es  muss 
also  z  entweder  explicite  oder  implicite  als  Function  von  x  und  y, 
oder  eine  Gleichung  von  der  Art  z  =  f  (x,  y)  resp.  F{x,  y,  z)  =  0  ge- 
geben sein. 

Die  Gleichung  —  ==  tg  -^  drückt  also  eine  Flache  aus,  auf  wel- 
cher die  Schraubenlinie  liegt,  uud  zwar  eine  durch  eben  diese  Gleichung 
ganz  bestimmte  Fläche,  die  man  die  Schraubenfläche  nennt.  Man 
bemerkt  leicht  folgendes :  die  Schraubenlinie  ist  durch  zwei  Constanteu 
a  und  b  gegeben,  die  Schraubenfläche  enthält  nur  eine  6;  es  fällt  also 
der  Radius  des  Cylinders  a  weg.  Folglich  enthält  diese  Fläche  alle 
Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe,  die  auf  Rotationscylindern 
mit  beliebigen  Grundflächen  sich  befinden,  welche  senkrecht  auf  der 
a;i/-Ebene  errichtet  sind,  und  deren  Axe  durch  den  Anfangspunkt 
geht.  Man  kann  sich  daher  die  Schraubenfläche  so  versinnbildlichen, 
dass  man  sich  von  der  Axe  des  leitenden  Cylinders  aus  einen  hori- 
zontalen Strahl  nach  der  Schraubenlinie  gezogen  denkt,  und  diesen 
stets  horizontal  so  weiter  bewegt,  dass  er  nach  einander  alle  Punkte 
der  Cylinderaxe  und  alle  Punkte  der  Schraubenlinie  durchläuft. 

Bestimmen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  Ebene.  Möge  die 
auf  ihr  senkrechte  Linie  die  Winkel  a  ß  y  mit  den  Axen  machen, 
und  sei  h=OC  das  vom  Anfangspunkte  auf  sie  gefällte  Loth,  ferner 
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M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  x,  y,^z  seine  Coordinaten,  so 
sind  die  Projectionen  von  x  y  z  auf  h  bezüglich  gleich  x  cos  a, 
^ig- 2a.  ycoaß,  ^  cos  y  (Fig.  2  a)  und  da  offenbar 

die  Summe  derselben  gleich  h  ist: 

X  cos  cc  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  =  h. 
Dies  ist  die  Gleichung  der  Ebene.    Schreibt 
man  sie  unter  der  Form  Ax  -\-  By  -\-  Cz  = 
D,  so  ist: 

Ä  =  m  cos  a     B  =  7)1  cos  ß 
C  ==  m  cos  y,     B  =  mh. 

Zur    Bestimmung     von    m     quadrirt 
man  die  3  ersten  Gleichungen  und  addirt  sie,  welches  ergiebt:  m  = 


Erster  Abschnitt. 
Ourven  im  Räume. 

1.  Tangente  und  Normalebene. 

§  5. 

Erklärung.  Tangente  einer  Curve  ist  diejenige  Linie,  welche 
durch  einen  Curvenpunkt  und  einen  ihm  unendhch  nahen  zweiten 
Punkt  der  Curve  gezogen  ist;  d.  h.  man  denke  sich  zunächst  durch 
irgend  welche  zwei  Punkte  einer  Curve  eine  gerade  Linie  (Sehne) 
gezogen,  und  lasse  alsdann  den  zweiten  Curvenpunkt  sich  dem  ersten 
immer  mehr  nähern,  wobei  er  sich  natürlich  auf  der  Curve  selbst 
bewegt;  alsdann  ist  die  Tangente  die  Grenzlage  dieser  beweglichen 
Geraden. 

Aufgabe.  An  einen  gegebenen  P unkt  {x,  y,  2)  einer  (durch 
ihre  Gleichungen)  gegebenen  Curve  die  Tangente  zu  ziehen. 
Betrachten  wir  die  Coordinaten  der  Curve  x,  y,  z  als  Functionen  der 
vierten  unabhängigen  Variabein  t  und  lassen  wir  einem  zweiten  Werthe 
t-\-}i  dieser  Variabein  einen  zweiten  Curvenpunkt  x^,  y^,  z^  entspre- 
chen, d.h.  einen  Punkt,  dessen  Coordinaten  sind:  x^  =  x -\-  zJ  x, 
y^=y  ^  Ay^  g^  =  0  -\-  Az,  WO  Ax,  Jy,  Az  die  bezüglichen  Zunah- 
men sind,  welche  x  y  z  erhalten,  wenn  man  t  durch  t-\-  li  ersetzt, 
so  sind   die  beiden  Gleichungen   einer  Geraden,    welche   durch  diese 

zwei  Punkte  hindurchgeht,  \~_^^  ==  ^"^E:^  =  T^z'  ^®°"  wir  |  r/  g 
ihre  laufenden  Coordinaten  nennen.  Setzt  man  statt  der  Coordinaten 
•^1)  2/i>  -^1  ili^ß  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich: 

4  — a;  ^^  rj  —  y  ^^  t  —  a 
J  X  J  y  J  z  ' 

Aber  da  mit  abnehmendem  h  gesetzt  werden  kann: 

Jx        dx       Jy  dy^       d^z^ dr^ 

T  ^  Ti'     ~h  Jt^     ~h  dt' 

so  erhalten  wir  als  die  Gleichungen  der  Tangente: 

^  —  X y  —  y  __  t—  ■g 

dx  dy  dz 

Tt  df  dV 
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ganz  gleich,  was  für  Coordinaten  gewählt  werden,  rechtwinklige  oder 
schiefwinklige;  denn  die  Gleichung  der  Geraden,  von  der  wir  ausge- 
gangen sind,  ist  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  der  Coordinaten. 

Anmerkung.  Für  die  Variable  t  kann  man  auch  die  Bogen- 
länge s  denken.  Seien  noch  ^  =  x ,  ^  =  V  7  d~  '^  ^' '  ^^  werden 
die  Gleichungen  der  Tangente: 

x  y  z 

Auch  kann  t  =  x  gesetzt  werden,  woraus  man  erhält: 

§.  6. 

Die  Neigung,   welche   die  Tangente  zu  den  drei  Coordi- 

natenaxen  hat,  bestimmt   sich  nach  den   allgemeinen  Formeln  für 

die  Neigung  einer  Geraden  zu  den  Axen.     Sind  a,  ß,  y  die  Winkel, 

welche  die  Tangente  resp.  mit  der  x-,  y-,  2-Axe  bildet,  so  findet  man 

dx  dy 

dt  r,  dt 

cos  a  =  -    ;-     ■         .,  ,  cos  p  == 

/   /    1   --\   O  /  J    _  A   O  /IAO'  ' 


und  cös  y 


dz 


ViW+iur+m' 


So  ist  z.  B.  für  die  Schraubenlinie,  wo  x  =  a-  cos  t,  y  =  a-  sin  t, 


ht   .  , 
z  =  -—  ist. 


—  a  sin  t  a  a  cos  t 

cos  «  =  —  — : ,  cos  p  =  —  — 

h  b 

cosy 


'"l/'-'+Ä 


|/4  a^V«  +  6'^ 


Bei  dem  letzten  Ausdrucke  ist  zu  merken,  dass  er  die  Grösse  t 
gar  nicht  enthält:  der  Winkel  y  ist  also  constant  für  alle  Punkte 
der  Schraubenlinie,  oder  die  Tangente  der  Schraubenlinie  bildet  mit 
der  ^-Axe  einen  constanten  Winkel.  Da  der  Winkel,  den  sie  mit 
der  xy-'Ehewe  bildet,  das  Complement  dieses  constanten  Winkels  ist, 
so  kann  man  auch  sagen:  die  Neigung  der  Schraubenlinie  gegen  die 
Ebene  des  Grundkreises  ist  constant.     Aus  der  in  der  Anmerkunsf  zu 
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§  2  gegebenen  Definition  der  Schraubenlinie  ergiebt  sieh  dies  als 
selbstverständlich  auch  dann,  wenn  der  Cy linder  kein  Rotations- 
cylinder  ist. 

Bemerkung:     Der  Ausdruck:  ]/(^)  +  (jj)  +  (jj)    hat  eine 

sehr  einfache  Bedeutung.  Nimmt  man  nämlich  einen  beliebigen  Punkt 
der  Curve  als  Anfangspunkt  der  Bogen  s,  die  von  da  an  jeder  bis 
zu  einem  für  ihn  bestimmten  Punkte  x,  y,  z  gezählt  werden,  so  wird 
diese  Grösse  s  ausser  von  den  gegebenen  constanten  Coordinaten  des 
Ausgangspunktes  noch  eine  Function  der  Grösse  t  sein,  und  zwar 
läsat  sich  leicht  der  Differentialquotient  dieser  Function  nach  t  finden; 

es  ist  nämlich  j-  =  [/(jy)  4-  \ir{\  +  (77)  •     Denn  die  Länge  eines 

Bogens  ist  die  Grenze  für  die  Summe  der  Seiten  der  Polygone  die 
man  der  Curve  einschreiben  kann.  Das  Bogenelement  ds  ist  also 
gleich  der  unendlich  kleinen  Sehne  zwischen  zwei  unendlich  nahen 
Punkten  x  y  Zy  x  -\-  dx,  y  -\-  dy,  s  -\-  ds\  die  Entfernung  dieser  beiden 
Punkte  von  einander  wird  aber  eben  durch  die  ^dx^  -\-  dy^  -{-  dz'- 
gegeben. 

So   ist  in  Bezug  auf  die  Schraubenlinie    ,-  =  V  ^  ■\-  ^— 2 ,  oder 

s  =  ty  (^  -\-  j— Tj  -{-  c,  worin  sich  die  Constante  c  nach  dem  Werthe 

von  t  richtet,  für  welchen  s  =  0  sein  soll.  Lässt  man  z.  B.  die 
Schraubenlinie  von  der  a;y-Ebene  anfangen,  so  ist  0  ==  0  für  ^  =  0. 
Bei  diesem  Anfange  der  Schraubenlinie,   den  wir  übrigens  von  vorn 

o?  -|-  j-ij, .  Nehmen  wir  einen 

Gang  der  Schraubenlinie,  so  ist  t=  2jr,  also  6' =  |/(2  ajry -|- &'',  was 
auch  nach  dem  Pythagoreischen  Satze  aus  dem  obenerwähnten  Recht- 
ecke klar  ist. 

Folgerung.     Man  kann  somit  die   obigen  drei  Brüche  auch  so 

d  X 

schreiben:  cos«  ==  t-  oder,  führt  man  den   Bogen  als   unabhängige 

CL  S 

dl 
Veränderliche   ein :   cos  a  =  ^  ,  cos  /3  =  ^ ,   cos  y  =  ^— .    Dabei  ist 

(±^y  +  (^^J  _|_  (^y  =  1    und    durch    nochmalige    Differentiation 

nach  dem  als  unabhängig  angesehenen  s  erhält  man: 

d X  d'^x  j_  dy  d^y    {dz  d^ ^ 

rf7  (?«''  "'    ds  ds*    '    ds  ds'' 
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§  7. 
Jede  Carve  im  Raum  hat  unendlich  viele  Normalen,  denn  es 
lassen  sich  auf  der  Tangente  als  einer  geraden  Linie  im  Räume  in 
jedem  Punkte,  folglich  auch  im  Berührungspunkte  unzählig  viele 
Linien  normal  errichten,  welche  alle  in  Einer  Ebene  liegen.  Daher 
spricht  man  bei  solchen  Curven  von  einer  Normalebene  und  ver- 
steht darunter  diejenige,  welche  im  Berührungspunkte  auf  der  Tan- 
gente  normal    steht,   und    deren  Gleichung   somit  ist: 

2.  Schmiegungsebeiie. 

§  8. 

Erklärung.  Der  Curve  im  Räume  eigenthümlich  ist  die  Os- 
culations-,  Krümmungs-  oder  Schmiegungsebene.  Man  nennt 
Schmiegungsebene  einer  Curve  diejenige  Ebene,  die  durch  drei  un- 
endlich nahe  Punkte  geht  oder,  was  dasselbe  sagen  will,  die  durch 
zwei  unendlich  nahe  Tangenten  gelegt  wird. 

Die  Aufgabe,  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  zu 
finden,  löst  man  hiernach,  indem  man  sich  zunächst  drei  in  end- 
licher Entfernung  von  einander  liegende  Punkte  der  Curve  denkt: 
einen  Punkt  Ä,  der  einem  gewissen  Werthe  von  t  entspricht,  ferner 
dem  Werthe  t  -{-  h  entsprechend  einen  zweiten  Punkt  B  und  endlich 
dem  Werthe  t  -\-  2  h  entsprechend  einen  dritten  Punkt  C.  Durch 
diese  drei  Punkte  legt  man  eine  Ebene  und  sucht  ihre  Gleichung 
auf  für  den  Fall,  dass  h  sich  der  Null  ohne  Ende  nähert. 

Die   Coordinaten  der  drei  Punkte  seien  xy^^   ^i2/i^i>   ^2  ^2  ^2 

oder  nach  der  bekannten  Bezeichnung  xy  0,  x-\-  Ax  y-\-  Ay  z  -f-  Az, 

X  +  "iAx  +  A^x  y  -j-  2Ay  -\-  A^y  z  -\-  2A3  -\-  A^z.     Dann  ist  die 

Gleichung  einer  Ebene,  die   durch  den  Puhkt  A  geht:  a  (|  —  x)  -\- 

h  {ri  —  y)  -\-  c  {i,  —  z)  ==  Q '^   da  sie   aber  auch  durch  B  geht,  kann 

man  für  |i^i;  bezüglich  x  -f-  Ax,  y  -\-  Ay,  z  -\-  Az  setzen,  woraus  sich 

ergiebt:    a  ■  Ax  -{-  &  •  Ay  -\-  c  ■  Az  =  0;    und    endlich   insofern   sie 

auch  durch  den  Punkt  C  gehen  soll,  erhält  man:   a(2Ax  -\-  A^x) 

+  1(2  Ay  +  A^y)  +  c(2Az  +  A'z)  =  0 .     Die  letztere  Gleichung 

lässt  sich  offenbar  mit  Hilfe   der  vorletzten,  einfacher  so  schreiben: 

a  '  A^x  +  ^  •  ^^y  +  f' '  -^^^  ==  0 .     Es  ist  somit 

a:b:c  =  (Ay  A^^z  —  Az  A^y) :  (Az  A^x  —  Ax  A^z) :  (Ax  A^y  —  Ay  A^x) 

j  a  h.  c 

oder — .  —  _ .__ . 

z/y  d*z  —  dz  J*y        Jz  d^x  —  dx  J'^z        dx  J^y  —  Jy  J^x, 
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Somit  ist  die  Gleichung   einer  Ebene,  die  durch   irgend    welche 
drei  Punkte  Ä,  B,  C  geht,  folgende: 

(z/«/  zJ^z  —  Jz  /ihj)  {l~x)  +  {^z  A'x  —  /Ix  A^z)  (t]  —  y) 

+  (/ix  zt'y  -  /jy  /J^x)  (e  -  ^)  =  0. 
Geht  man  nun  zur  Grenze  über,  nachdem  man  vorher  mit  h  •  h^ 
die    ganze    Gleichung    dividirt    hat,    so    wird    die    Gleichung    der 
Seh  miegungs  ebene: 

/dy^d^  _  dz  (Py\   ...  /dz  d\v        dx  d"" z\  .         ' 

\dt  dt\        dt  dt^l  ^^   ''  ^>  +  \dt  W  ~dtdt^)^^~y) 

,    (dxfji__dy  d^\  .  ,N  _  n 

"•"  \dt  dt^         dt  dty  y^  —  ^)  —  ^' 

oder  wenn   der  Bogen  s  unabhängige  Variablen,   x  y  z    die   ersten, 

x"  y"  z"  die  zweiten  Ableitungen  von  xyz  sind: 

{y  z" — z  y")  (I  -  a;)  +  (/  x"  —  x  z")  (rj  —  y)-}-  (x  y"  —  y  x")  (t  —  ^)  =  0, 

sind  noch  «^ ,  ß^,  y^   die   Winkel  des  Lothes   der  Schmiegungsebene 

mit  den  Axen,  so  erhalten  wir  nach  §  4 

cos  «1  ==  m  (y  z" — z  y") ,  cos  /S^  ==  m  (/  x"  —  x  y") ,  cos  y^  =  m  (x  y"  -—  y  x") 

und       m  =  . 

y(j/'  z"  —  z  y'y  -f  {z  x"  —  X  z"Y  4-  {x  y"  —  y  x'Y 

Der  Radicand  nimmt  aber  die  Form  an: 

(^'2  4.  y'2  _,_  ^2)  (^"2  ^  y",  _|_   y'2)   _   ^^'  ^'  ^  y>  y'>   ^   ^     .J^ 

es  ist  aber      x?  +  y'^  +  /^  =  ^^^'^^  +  ^^^  +  ^^'^  =  1 

also  m  ==  • 

yx""  4- 1/"»  +  z"" 

§  9. 

In    dem   Folgenden   wird  jetzt  nicht  mehr  der  Uebergang  vom 

Endlichen  zum   Unendlich-Kleinen   immer   gemacht   werden,    sondern 

man   wird   sich   gestatten,    die   unendlich   kleinen   Grössen   gleich  als 

solche    einzuführen.      Behandeln    wir    so    die    allgemeinere    Aufgabe, 

die    Constanten    a,  &,  c,  d ,    welche    in    die    Gleichung 

einer  Fläche 

F(|,  /?,  ^,a,&,c,^......)==0 

eingehen,  so  zu  bestimmen,  dass  die  Fläche  durch  eben 
so  viele  gegebene  Punkte  geht,  die  einander  unendlich  nahe 
liegen. 

Dass  die  Aufgabe  möglich  ist,  sieht  man  sofort.     Denn  hat  die 
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Gleichung  der  Fläche  etwa  4  Constante  oder  Parameter,  sind  also 
4  bestimmende  Punkte  x  y  z ,  x^y^  Zy,  x.^y^  z^,  x^  y^  z.^  gegeben,  so 
bestehen  ihretwegen  folgende  4  Gleichungen:  F{x,  y,  z,  a,  h,  c,d)  =  0; 
F{xi,yi,  Zi,  a,  h,  c,  d)  =  0;  F {x.^,  y.^,  z^,  a,  h,  c,  d)  =  0; 

F{x^,y^,z^,  a,h,c,d)  =  0, 
so  dass  die  Parameter  vollständig  bestimmt  sind.  Es  folgt  hieraus 
zum  Beispiel  unmittelbar,  dass  sich  im  Allgemeinen  durch  4  Punkte 
eine  Kugel  legen  lässt;  —  natürlich  kann  es  bei  der  Auflösung  der 
vier  Gleichungen  auch  vorkommen,  dass  sich  Widersprüche  zeigen, 
oder  dass  eine  Gleichung  in  den  andern  enthalten  ist:  dies  sind  aber 
Specialitäten,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen.  Solche  Fälle  treten 
z.  B.  auf,  wenn  eine  Kugel  durch  vier  Punkte  zu  legen  ist,  von 
denen  3  in  einer  Geraden  oder  die  alle  in  Einem  Kreise  liegen:  die 
Kugel  ist  alsdann  unmöglich,  resp.  unbestimmt. 

Um  die  Aufgabe  zu  Ende  zu  bringen,  setzen  wir  fest,  dass  die 
Coordinaten  x  y  z  Functionen  von  t  sind,  x^  y^  z^  resp.  dieselben 
Functionen  von  t  -|-  h,  x.^  y.^  z.^  von  t  -{-  2h,  x.^  y^  z.^  von  ^  +  ^  h. 
Alsdann  sind  offenbar  die  4  Parameter  Functionen  von  t  und  h.  Die 
Aufgabe,  die  sich  nun  beständig  wiederholt,  ist  die,  zu'  wissen, 
welches  die  Grenzwerthe  von  a,  h,  c,  d  sind  für  den  Fall, 
dass  man  h  immer  kleiner  werden  lässt?  d.  h.  welches  sind 
die  Werthe  von  a,  h,  c,  d,  wenn  die  Fläche  durch  vier  unendlich 
nahe  Punkte  gehen  soll?  Bezeichnet  man  die  4  obigen  Gleichungen 
resp.  durch  F  =  0,  F^  =  0,  F.^  =  0,  F^  =  0,  so  kann  man  offenbar 
zur  Bestimmung  von  ab  c  d  an  Stelle  dieser  vier  Gleichungen  irgend 
vier  andre  wählen,  welche  sich  aus  ihnen  ableiten  lassen,  voraus- 
gesetzt, dass  aus  diesen  neuen  sich  wiederum  die  gegebenen  herleiten 
lassen.  Wir  wählen  folgendes  System:  F=  0;  F^  —  F=^  0;  F.^  —  2Fy  -f 
F  =0\  jPg  —  3i^2  -|-  3^1  —  Z=  0,  von  denen  es  keine  Frage  ist, 
dass  sie  den  vorigen  4  äquivalent  sind.  Dividiren  wir  sie  der  Reihe 
nach  durch  \,h,W,h^,  so  enthalten  sie  ausser  ah  cd  und  h  nur 
noch  die  von  t  und  h  allein  abhängigen  Grössen  x^y^^-.x^...  Wird 
nun  h  immer  kleiner  und  kleiner,  so  bleibt  deshalb  die  erste  Gleichung 

j  -rp  J2  jp 

unverändert    F  =  0,   die    andern    werden    resp.    -3t  =  0,  "T77=0, 

Der  Uebergang  zur  Auffindung  mehrerer  Parameter  ist  leicht. 
Um  also  die  Werthe  von  n  constanten  Parametern  dadurch 
zu  bestimmen,  dass  die  Fläche  durch  n  unendlich  nahe 
Punkte  gehen  soll,  bilde  man  sich  die  n  —  1  ersten  Differential- 
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gleichungen  der  gegebenen  Gleichung  F  =  0  nach  irgend  einer  un- 
abhängigen Variabein  t  Man  hat  dann  in  Summa  n  Gleichungen, 
welche  zur  Bestimmung  der  n  Parameter  ausreichend  und  nöthig  sind. 

§  10. 
Angewendet    auf   die    Gleichung    der   Schmiegungsebene    ergiebt 
dies  folgende  Rechnung: 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  hat  man  a|  +  hrj  -{-et 
—  1=0,  und  bildet  sich   daraus   noch   folgende   drei   Gleichungen: 
ax  -\-hy  -{-  c^  =  1,  worin  xy  ^  Functionen  von  t  sind;  ferner 
dx    .    .^dy    .        dz        ^         ,         ,.  ,         d"'X    ,    .  d^y    .       d^ z 

Aus  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  lassen  sich  ofiFenbar  die  Ver- 
hältnisse der  drei  Grössen  a,  h,  c  finden,  welche  man  in  folgender 
Form  schreiben  kann: 

.  /dy  d'^z dz  d^y\     ,  .  (dz  d^x        dx  d^z\ 

"'~      \lid¥        dtlltV'  \dtdt^~'dtW)' 

-  /dx  d^y        dy  d^x\ 

^~  \diW~'diW)' 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  lässt  sich  X 
daraus  bestimmen,  und  der  dafür  gefundene  Werth  wird  alsdann  in 
die  zweite  eingetragen.  Oder  auch:  wir  tragen  diese  Werthe  von 
a  &  c  in  die  Gleichung  a  (|  —  x)  -\- 1  {ri  —  y)  -\-  c  {t,  —  z)=  Q  ein, 
welche  die  Differenz  der  beiden  ersten  ist;  dadurch  hebt  sich  der 
Factor  A  fort,  und  wir  finden  dieselbe  Gleichung  für  die  Schmiegungs- 
ebene wie  in  §  8. 

3.  Oscttlationskreis. 

§  11. 
Ebenso  lässt  sich  die  Aufgabe  lösen:  denjenigen  Kreis  zu 
finden,  der  durch  drei  unendlich  nahe  Punkte  einer  ge- 
gebenen Curve  geht.  Die  Gleichung  des  Kreises  im  Räume  geben 
wir  durch  die  Gleichung  seiner  Ebene  also  der  Schmiegungsebene 
und  die  einer  der  Kugeln,  die  ihn  aus  dieser  Ebene  ausschneiden, 
und  deren  es  natürlich  unzählige  giebt:  unter  diesen  wählen  wir  die- 
jenige Kugel,  die  mit  dem  Kreise  den  Mittelpunkt  gemein  hat.  Der 
Radius  des  Kreises  sei  r,  die  Coordinaten  seines  Mittelpunktes  «  /3  y. 
Dann  ist  die  Gleichung  der  Kugel  folgende:  (|  —  af  +  (»?  —  ßY 
+  (§  —  yf  ==  r^.  Da  diese  Kugel  durch  den  Punkt  x  y  2  und  zwei 
ihm  unendlich  nahe  gehen  soll,  so  haben  wir  folgende  Gleichungen: 
(x  -  af  +  (y  -  ßf  +  (^  -  yf  =  r\  (1) 
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^-^d^  +  (2/  -  /3)  ^ + (^  -  r)  ^.  +  y  +  y)  +  (,,) = 0 

oder 

(^  - «)  äi^ + (^  -  ^)  ^ + (^  -  y)  ^^. = -  y  •    (3) 

Dazu   kommt  noch  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  im  Punkte 
X  y  z,  die  auch  den  Punkt  cc  ß  y  enthält: 

^-^       ^^  \  dt  dt""        dt  dt^  1  ~r  V^       P)  \dt  dt^        dt  df  J 

Man    findet    zunächst  aus   (2)  und   (4)   das  Verhältniss  x  —  a: 
y  —  ß  :  s  —  y,  nämlich  es  wird 

2   {dy  idx  d^y  dy  d^x\         dz  /dz  d^x        dx  d'^ z\  \ 

^  ~~  ^  ~      ['di  \dt  di^  ~  dt  dV'J  ^  ~dl  [dt  li^  ~  di  dtV  j 

j   {dx  /dy  d^    .    dz^d^zX  d^x  //dy\^    .    (dz\^\  ) 

~      [dt  \di  df'     '    dt  W]  ~~  'd?  \\di)    ">    \di)  ) } 

d  OT       {L  If  fl    1* 

oder,   wenn   man  -zum  Minuenden  -77  •  ttt  tt?  und  zum  Subtrahenden 
'  dt     dt  dt^ 

d^x     /dx\^ 

äi^  '  \di)  ^^^^^fügt,    wodurch    die    Gleichung    nicht    geändert    wird, 

^^^  (^)  +  @)  +  (fl)''^*^^  ^^  (^0'"^^  demgemäss 


d(ds\ 


1       \ 


dxd'^x    .    dy  d^y    .    dz  d^z     .  ,     .     1       \dt)        ,      dsd^s  .  ,  . 

TT  T72  +  'J7  TTi  +  Ti  ^72  sich  in  —  — 7- —  oder  -ji  -375  zusammenzieht 
dt  dt^    '    dt  dt''    '    dt  dt'  2        dt  dt  dt' 


2    (dxdsd^s        d^x  /ds\^ 

^        '^~      \'didtW~  dt^\dt) 
oder  endlich 

.  ds  idx  d^s        ds  d^x'y^ 

^       ^~     Jt\'dt~dr'~dt'dt.,V 
ebenso  wird 

^        -  ds  (dyd'^s        ds  d''y]         ,  ,  ds  (dz  d^s        dsd^z) 

y-p=^-dt  [-diw-dtW']  "°^  ^'-y  =  ^rt  [Ttip-dt-d?]- 

Substituirt    man    diese    drei    Werthe    in    die    Gleichung   (3),    so 
findet  man  A;  es  wird  nämlich 

d^id^  /dxd^     .     dy^d^    ,dz  d^\  _  äs  //d^x\2       /d^^y^.    (^\^\  \ 
"■  dt  [df  [dt  df  "T    dt  dt'  "*~  dt  diV        dt  [[dtV    '    [dtV  "^  [dtV  )\ 

oder 

2  l^V \  (^\^ _  (d^V       (d^yV       (d''z\^\_        /dsY 
[dt)  \  [df)        [dt'^l        [dtV  ~  [dT'J  I  —  ~  [dt) 
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also 

A  = 


Hiernach  wird 


\dtV  "^  [dtV  +  [dtV  ~  [dtv 

ds  idx  d^s        ds  d^x'i 
dt  [Tt  dt^  ~  dt 'dt^  ] 


i^Vt   C^lyYu.  (f-lV—  (^^^V 

[dtV  '^  \dtV  "^  \dt^)        [dtV 
uud  ähnlich  y  —  ß  und  ^  —  y.  (ß\ 

Endlich  findet  man  r  aus  (1): 


_^dsdH/dxd^x.dyd^.dzd^\       (ds\^( (d''x\^  ,   (d''y\^  ,   ldh\^\\ 
dtdt^Utdt^'^  dt  dt^'^dtdtV'^\dtl\\dtV  '^\dtV  "^W/  jl 


_,dsd^s  [dxd^x 

d.  i. 

/ds\^  ( /d^s\^ /dsV      r^dsd^sdsd^s 


'^  \dt)   \\dtV  \dt)       '^dtdt'dtdt^'^ydt)  VU«V  "^VdfV  '^[WV  )] 

oder 

—  32    (dsY    (dsY    1_ 
^  •  \dt)  '  \dt)  '  X 


oder  endlich 

(ds\'i 


r  = 


m 


-|//d*a;\2        /d^y\2       ß^zY       ß2g.i 


(6) 


Der  so  bestimmte  Kreis  heisst  Osculations-  oder  Krümmungs- 
kreis, sein  Radius  bezüglich  Mittelpunkt,  Krümmungsradius,  Krüm- 
m  ungsmittelpunkt. 

§  12. 
Eine   ganz  besondere   einfache  Form  nehmen  diese  Gleichungen 
an,  wenn   man   zur  Unabhängigen  t  den  Bogen  s  nimmt.     Dann  ist 

ds  d^s 

nämlich  —  =  1 ,  —  =  0 ,  und   man    erhält    demzufolge,   wenn    man 

die  Differentiation  nach  s  durch  Accente  bezeichnet: 

m 


und  a  —  X  =  x"-  r^      ß  —  y  =  y" .  r^      y  —  z  =  z' ■  r^ .  (8) 

Bezeichnen   wir  ferner   die   drei  Winkel,    welche  die  Richtuug 

vom  Curvenpunkte  nach   dem  Krümmungsmittelpunkte  hin    mit    den 

drei  Axen  bildet,  durch  X ,  fi ,  v ,  so  haben  wir  cos  A  = u.  s.  f.; 

wir  bekommen  also   für  die  Winkel,  die   der  Krümmungsradius   mit 
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den  drei  Axen  bildet,  der  Krümmungsradius  genommen  in  der 
Richtung  vom  Curvenpunkte  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin, 
die  Gleichungen: 

cos  X  =  x" •  r        cos  }i  =  y"-  r        cos  v  =  /'•  r .  (9) 

Anmerkung.  Es  könnte  scheinen  als  wären  die  Formeln  (7) 
und  (8)  specieller  als  die  Formeln  (6)  und  (5),  insofern  als  bei  ihnen 
eine  ganz  bestimmte  unabhängige  Variable  gegeben  ist,  nämlich  der 
Bogen,  während  bei  den  ersten  Formeln  die  unabhängige  t  ganz  un- 
bestimmt gelassen  worden  ist.  Man  kann  jedoch  auch  umgekehrt 
von  den  Formeln  (7)  und  (8)  auf  die  Formeln  (6)  und  (5)  kommen. 
Angenommen,  man  habe  eine  Function  x  von  s  und  führe  eine  neue 
Variable  t  ein,  so  wird  nun  x  eine  Function  von  t     Will  man  also 

die  alten  Differentialquotienten   x'  x"  w.  s.  f.  durch  die  neuen  -yr,  -vrä 

u.  s.  f.  ausdrücken,  so  verfährt  man  so: 

dx 

dx ,    ds       ,        , dt  ^ 

"3T  —  »^  '  ~3~j. » *  also  X  —  "3   : 

dt  dt'  rfs' 

dx'        ds  d^x        dx  d^s 
dx         'Jt         Ttd¥        ^  dt^ 


ferner  x    = 


ds  ds  (ds\^ 

~di 


(^)' 


Setzt  man  diesen  Werth  von  x"  in  die  Formeln  (7)  und  (8)  ein, 
so  erhält  man  die  Formeln  (6)  und  (5).*j 

*)  Die  Einführung  der  Variablen  s  führt  aber  auch  zur  Verkürzung  der  im 
vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Rechnung.  Seien  a  b  c  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  das  Loth  der  Krümmungsebene  mit  den  Axen  macht,  so  ist  die 
Gleichung  der  letzteren: 

a{^-x)-^b{r}-y)-^c{^-z)  =  0, 
also  da  der  Krümmungspunkt  sich  in  dieser  Ebene  befindet: 

1)  a  (or  -  (v)  +  5  (2/  -  ß)  +  c  (^  -  y)  =  0. 
Nach  der  Definition  der  Krümmungsebene  aber  auch  (§  10): 

2)  a  x  -\-  b  y  -\-  c  z  =  0,        S)  a  x"  -\-  b  y"  -\-  c  z"  =  0. 
Für  den  Krümmungskreis  aber  ergab  sich: 

4)  {X  -  ar  +  (y  -  ß)^  -\-iz-  yy  =  r^ 

5)  {X  -  a)  X  ^(y  —  ß)y'  ^{z  -  y)  z  =  0, 

6)  (x  -  cc)  x"  +  {y  -  ß)  y"  -f  (^  _  y)  g"  =  _  i . 

Multipliciren  wir  jetzt  die  Gleichungen  1,  2,  3  bezüglich  mit  1,  —  ;i ,  —  ft 
und  addiren  sie,  so  kann  man  X  und  ja  so  bestimmen,  dass  in  der  Summe  die 
mit  a  und  b  multiplicirten  Glieder  verschwinden,  dann  wird  aber  auch  das 
mit  c  multiplicirte  Glied  gleich  0,  also: 

X  —  a  =  X  x   -\-  i».  x"  ,       y  —  ß  ■='  l  y   -\-  ^i  y"  ,       z  —  y  =  X  z   -\-  (i  z"  . 
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§  13. 
Excurs.  Die  Formeln  (9)  werden  gebraucht,  wenn  man  die 
sogenannte  Centrifugalkraft  darstellen  will.  Wenn  ein  materieller 
Punkt  sich  in  einer  Curve  bewegt  und  zwar  so,  dass  man  das  Be- 
wegungsgesetz vollständig  kennt,  d.  h.  dass  man  in  jedem  Augen- 
blicke angeben  kann  wo  der  Punkt  sich  befindet  (analytisch:  sind 
die  Coordinaten  x  ])  z  der  Bahn  gegeben  als  Functionen  der  Zeit  t) : 
so  hat  man  aus  den  Principien  der  Mechanik  auch  ein  Mittel,  die- 
jenigen Kräfte  anzugeben,  welche  gerade  diese  Bewegung  hervor- 
bringen; es  ist  nämlich  die  Ursache  für  diese  Bewegung,  wenn  man 
mit  ni  die  Masse  des  Punktes  bezeichnet,  eine  Kraft,  deren  drei  recht- 

winklige  Componenten  so  heissen:  ni-jr^,  m -jr^,  '^^^'jTi-     ^^^  kann 

aber  die  Kraft  statt  nach  den  drei  Axen  auch  auf  unzählig  viele 
andere  Weisen  zerlegen,  z.  B.  nach  Tangente  und  Krümmungsradius 
der  Curve.     Denn  es  ist 

,  dx  -,  /dx    ds\ 

d^x      1  dt       ,  \ds    dt)     ,  .  ,    dx    d'^s    ,    ds    d^x    ds 

^-^  oder  -^-  oder  j- gleich  -j jt«  +  if^  •   7  i '  x;- 

dt^  dt  dt  ^  ds     dt'    '    dt     ds^    dt 

Nun  sind  aber  x  y  z  die  Cosinus  der  Winkel  cc  ß  y,  welche  die 
Tangente  mit  den  drei  Axen  bildet  und  x"  y"  z'  sind  resp.  die 
Cosinus  der  Winkel    X  ^v  (§  12)  dividirt  durch  r;  es  ist  also 

d^x  d^s    ,  ,  \dt) 

mjj:,  =  m  cos  «  ^*  +  »i  cos  A     — - , 

oder  da  y  ^^^  Geschwindigkeit  v  bezeichnet  /und  77»  =  77  istj  : 

Multipliciren  wir  diese  3  Gleichungen  bezüglich  mit  x'  y  z  und  addiren, 
indem  wir  Gleichung  5  berücksichtigen,  so  erhalten  wir,  da  der  Factor  von  ^ 
verschwindet: 

i  =  0  ,         also  X  —  u  —  ^  x' ,        y  —  ß  =  ft'  y"  1        2  —  y  =  (i  z" ] 
diese  Gleichungen  werden  bezüglich  mit  x"  y"  z"  multiplicirt,  und  addirt,  dann 
giebt  Gleichung  6: 

1        i 

werden   endlich  die  Werthe  von  .«  —  a  in  Gleichung  (4)  eingesetzt,   so  kommt: 

jt*  (,V'ü  _|_  2/"2  -j-  2" 2)  =  r*  oder:  —  ^  =  r\ 
es  ist  also: 

,    a;  — «  =  — rc"r^    y  —  ß  =  —  y"  r^,   2  —  y  = —z"  r''. 


Vx"'  +  y"'  +  z" 

Zu  bemerken  ist,  dass  r  mit  dem  Ausdrucke  übereinstimmt,  welcher  in  §  8 
mit  m  bezeichnet  wurde.  (Note  zur  2.  Auflage.) 

JoACHiMSTUAi.,  Anwendung  tl.  Differentialrechu.     2.  Autl.  2 
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d*x  d'^s    ,  ,  «j'-* 

m  -TTi  =  m  cos  a  yrs  +  m  cos  X  — 


m 


d'y 


dH 


dt 


I  =  m  cos  /3  Ti2  +  w*  cos  /tt 


w  -j-r^  =  m  cos  y  vTb  +  *w  cos  r  — 
dV  '  dv    '  r 


d.   h.   die    ganze  bewegende   Kraft  kann   man    sich   zusammengesetzt 

d'^s 
denken  aus   zweien,   von   denen    die  eine,  w -ttt/ mit    den  Axen    die 

Winkel  ccßy,  die  andere,  m  ~  ,  die  Winkel  A  fi  v  bildet;  oder:  Man 


d^s 


und 


kann  die  bewegende  Kraft  zerlegen  in  die  Tangentialkraft  m  ,  ^ 

in    die   (Normal-)Kraft    m  — ,    die    nach    dem   Krümmungsradius   und 

zwar  vom  Curvenpunkte  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  zu  wirkt, 
und  die  wir  normale  Componente  nennen  (besser  denn  Centri-fugal- 
oder  -petal-Kraft). 

§  14. 

Die  Aufgabe,  durch  drei  Punkte  einen  Kreis  zu  legen,  welche 
in  der  Geometrie  zu  den  einfachsten  gehört,  lässt  sich  noch  viel  ein- 
facher als  bisher  geschehen  durch  gewisse  geometrische  Betrachtungen 
lösen.  Eine  solche  Herleitung,  die  sich  jedoch  nur  auf  die  Grösse 
des  Krümmungsradius,  nicht  aber  auf  die  Lage  des  Krümmungs- 
mittelpunktes bezieht,  ist  folgende:  Seien  ah  c  drei  unendlich  nahe 
Punkte  der  Curve,  so  ist  anzunehmen,  dass  der  Krümmuugskreis  durch 
Fig.  3.  dieselben  geht,  also  dass  die  unendlich  kleinen  Geraden 

ah  und  hc  sowohl  die  Richtung  der  Tangenten  der 
Curve  als  des  Kreises  sind,  und  das  Element  ah  =  ds 
beiden  gemein  ist  (Fig.  3).  Ist  nun  w  der  unendlich 
kleine  Winkel,  der  die  Verlängerung  von  ah  mit  hc 
macht,  so  wird  dies  auch  der  Winkel  sein,  den  die 
durch  a  und  h  gelegten  Krümmungsradien  mit  ein- 
ander machen,  wir  erhalten  also  rw  ==  ds,  r  =  —^ ,  da  ds  als  unend- 

lieh  kleiner  Kreisbogen  beti  achtet  werden  kann.  Der  unendlich 
kleine  Winkel  w  wird  Contingenzwinkel  genannt.  —  Um  also  den 
Krümmungsradius  einer  Curve  doppelter  KrümmuHg  zu  finden,  hat 
man  nur  den  Winkel  zwischen  zwei  unendlich  nahen  Tangenten  zu 
berechnen  und  mit  ihm  in  ds  zu  dividiren. 

Nun  ist,   wenn  zwei  beliebige  Linien  mit  den  Axen  die  Winkel 
aßy  resp.  a^  ß^  y^  und  mit  einander   den  Winkel  u  bilden,  bekannt- 


-      19     - 

licli  cos  u  =  cos  a  •  cos  a^  -\-  cos  ß  ■  cos  ß^  -\-  cos  y  •  cos  y^.  Daraus 
folgt  1  —  cos  u  =  1  —  cos  a  •  cos  «^  —  cos  ß  •  cos  ß^  —  cos  y  •  cos  y^ ,  folg- 
lich, wenn  mau  beide  Seiten  mit  2  multiplicirt  und  statt  der  2  auf 
der  rechten  Seite  die  äquivalente  Summe 

(cos^  a  -f-  cos'''  ß  +  cos^  y)  -\-  (cos-  «j  -f-  cos^  /3,  -f-  cos**  yj 
sehreibt:  2  (1  —  cos  u)  oder 
4  sin^  ~  =  (cos  ß,  —  cos  a)^  -f-  (cos  /3i  —  cos  ßy  +  (cos  y^  —  cos  y)^. 

Sind  nun  die  Linien,  von  denen  gesprochen  wird,  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Linien  in  irgend  einem  Systeme,  so  wird  iti  unend- 
lich klein,  folglich  4  sin''*  —  =  u'  und  die  Differenzen 

cos  «1  —  cos  a ,  cos  ß^  —  cos  ß ,  cos  y^  —  cos  y 

werden  resp,  d  •  cos  « ,  d  ■  cos  ß ,  d  •  cos  y :  unsere  Formel  geht  also 
über  in  ti^  =  (d  •  cos  af  -\-  (d  ■  cos  ßY  -j-  (d  •  cos  y)-.  Ist  endlich  ^u 
der  Contingenzwinkel  w ,  so  sind  a  ß  y  die  Winkel  der  Tangente 
mit  den  drei  Axeu,  d.  h.  cos  a  =  x    cos  ß  =  y    cos  y  =  /,  und  wir 

haben    iv^  ==  {dx'y  -\-  {dy'Y  -\-  {d/y ,    mithin    wird    endlich  —   oder 


§  15. 

Eine  andre  Bedeutung^,  wahrscheinlich  die  einfachste,  und   durch 

die  man  zugleich   die  Grösse  des  Krümmungsradius,  seine  Richtung 

und  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpnnktes  findet,  ist  folgende: 

Fig.  4.  Man    denke    sich    drei 

Punkte   im  Räume  B,  A, 
^  ^^^^  \ ^  C,   Fig.  4,    deren    Coordi- 
naten   resp.    sind     x  y  z, 

*"l    Vi     ^1»     ^2    tJl    ^2-       ^3^ 

lege  durch  sie  eine  Ebene 
und   vervollständige  das   Parallellogramm,   dessen   vierte  Ecke  B  die 
Coordinaten  x.^  y.^  Z-^  habe.     Alsdann  sind  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes f  einerseits  (weil  Bf  =  fC) : 
x_±x,  y_±y,  z_±^^  ^^^  andrerseits  (weil  Af=fB') 

2  2  2        ' 

es  müssen  folglich  die  Gleichungen  bestehen 

x^  =x  —  Xi-{-  x^    y3  =  y—yi+y2    h  =  ^  -  -  ^i  +  h- 
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Demnach  ist  die  Länge  der  Linie  AB'  durch  die  Gleichung  gegeben 
Ä B'^  =  (x^  —  x^y  +  (^3  —  y,y  +  (^3  -  0j  =  {x—-  2x,  +  x^y 
+  (2/  -  22/x  +  ^2)^  +  (^  -  2^1  +  ^,)^ 
oder  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 

A  B'^  =  {^^xy  +  (z/2i/)2  +  (^2^)2. 

Andrerseits  ist  aber,  wenn  man  den  Winkel  ABB'  mit  w  bezeichnet: 

^£'2  ==  J. J52  4-  BB^  -2   AB-  BB'  cos  w 

oder  =  (i?.B'  —  ABy  +  BB'AB.  (2  sin  |)'. 
Daraus  folgt 

\^ZSin-j    —  BB'    AB  ' 

Will  man  diese  Entwickelung  benutzen,  um  den  Krümmungs- 
radius zu  finden,  so  hat  man  die  Punkte  B,  A,  (7  als  unendlich  nahe 
Punkte  einer  Curve  zu  bestimmen.  -^  ABB'  oder  tv  ist  dann  der 
Cotingeuz Winkel,  denn  dieser  wird  von  AC  und  der  Verlängerung 
von  AB  gebildet.  Bedeutet  ferner  s  eine  im  Vergleich  zn  AB  un- 
endlich kleine  Grösse,  so  wird  BB' =  AC  ==  AB -\- e  oder  wenn 
AB  zu  ds  wird,  so  wird  BB'  -AB  ==  ds  {ßs  -f-  s)  oder 

BB'  'AB  =  ds^  und  BB'  —  AB  =  ds  -{-  e  —  ds  =  s  =  d^s; 

man  erhält  also,  da  ausserdem  r  =  —  ist: 

ds  ■  Yds'^ 


y{d^xy  +  (d'yY  +  {d^zy  —  id*sy' 
denn  2  sin  —  geht  in  w  über.     Nimmt  man  noch  s  als  unabhängige 

Veränderliche   an ,   so  wird  wiederum  r  =  —- :  . 

Yx"^  +  y"^  +  z"^ 

§  16. 

Will  man  nun  noch  die  Richtung  von  r  haben,  so  nehme   man 

AB  =  AC,  Fig.  5,   oder  .s  als  unabhängige  Veränderliche:  dann  ist 

diese    Richtung   des   Krümmungsradius    die    der    Halbirungslinie  des 

Fig.  5.  Winkels   BAC.     Nennen  wir    ferner  die  Länge   des 

'C    Krümmungsradius  wieder  r,  und  die  Coordinaten  des 

Krümmungsmittelpunktes  a,  /3,  y,   so  finden  wir  für 

diese  die  Proportionen 


X,  r 


und  hieraus 


ajg  —  Xi         AB'        y^  —  y^        z^  —  s^ 
r  (X3  —  Xi)  r '  d*x 
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Es  ist  aber 


(jsy 


folglich  wenn  Avir  diesen  Werth  in  die  letzte  Gleichung  einsetzen  und 
zu  den  Grenzen  übergehen: 


Xy  =  x"-r^]  und  ebenso  ß  —  y^ 
§  17. 


y 


z.  =  z 


Endlieh   wollen   wir  noch  folgende  Ableitung  anführen:    Es   ist 
zunächst  für  die  ebenen  Curven  r  =  — ,  oder  da  iv  unendlich   klein 


ist 


ds 
sin  xo 


ds" 


Fig.  7a. 


f'^ii^»' 


,  ,    .  Nun  ist  aber  ds^  •  sin  iv  der  doppelte  Inhalt 

ds:  sm  w  *^^ 

eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  Fig.  6,  dessen  Schenkel 
ds  und  dessen  Aussenwinkel  an  der  Spitze  w  ist.  Diesen 
Inhalt  findet  man  andrerseits  auf  folgende  Weise: 

Den  doppelten  Flächeninhalt  eines  beliebigen  schief- 
winkligen Dreiecks  findet  man,  wenn  ein  Scheitel  der  An- 
fangspunkt der  (Koordinaten  ist  und  die  andern  beiden  die  Coor- 
dinaten   a^j  «/i  und  x^  y^  haben:  +  {x^  y^  —  ^/^  x^),  Fig.  7a;  also  wenn 

kein  Scheitel  des  Dreiecks  im  Anfangs- 
punkt liegt,  Fig.  7b,  sondern  die  Coor- 
dinaten  der  Scheitel  resp.  xy  x^y^  und 
x.^  2/2  si^^  • 

—  {x^  —  x)  ■  {y,  —  y)} 
oder 

±[(Jx-iJ'y-\-2ziy) 

—  {/lH-\-2Jx)Jy] 
oder  +  [Jx /1'^y  —  ^y  '  ^'^y). 
Sind  die  Seiten  unendlich  klein,  und 
besonders  die  beiden,  welche  einen 
Winkel  {tc  —  w)  bilden,  um  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  einer  höhern  Ordnung  verschieden,  so  wird  der 
doppelte  Inhalt 

ds^  •  sin  IV  =  dx  •  dhj  —  dy  •  d^x. 


o 


Es  ist  somit  für  ebene  Curven 


(dx^  +  dy'^i' 


worin  X 


^  ^  dx-d''y  —  dy-d'x  '"  dx  •  d^y  —  dy  •  d^x' 
und  y  als  Functionen  einer  dritten  Grösse  t  angesehen  werden. 
Dies  giebt  sofort  eine  neue  Ableitung  für  den  Krümmungsradius 
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im  Räume;  nur  hat  man  hier  cls^  zu  dividiren  durch  den  doppelten 
Inhalt  des  Dreiecks  im  Räume.  Den  findet  man,  wenn  man  das 
Dreieck  auf  die  drei  Coordinatebenen  projicirt,  und  die  Quadrate  der 
Projectionen  addirt: 

{dx  (Py  —  dy  d^xf  +  {dy  d^z  —  dz  d'^yY  -f-  (dz  d^x  —  dx  d^z)-, 

oder  wie  sich  eine  solche  Summe  dreier  Quadrate  schreiben  lässt: 

(dx^  +  dl/  +  dz')  ((Px^  +  (Py^  +  d'z')  -  (dx  d^x  +  dy  d'y  +  dz  d'zf 

oder  ds^  (d^x^  +  d'y""  +  d'z^)  -  (ds  dhf. 

Demnach  ist 

2 ds^ ,  ds* 


und  wenn  man  s  als  unabhängige  Veränderliche  annimmt: 


Yx'"'  -f-  y'"'  4-  /'2 


§  18. 

Wir  holen  hier  noch  die  Bedeutung  einiger  Formeln  nach,  die 
wir  früher  gehabt  haben. 

Sieht  man  in  der  Gleichung  (2)  des  §  11  die  Coordinaten  cc  ß  y 
als  laufende  an,  so  bedeutet  diese  Gleichung  die  Normalebene  im 
Punkte  X  y  z,  wie  aus  der  Gleichung  dieser  Ebene  in  §  7  hervor- 
geht. Da  nun  a  ß  y  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
sind,  so  folgt  hieraus:  der  Krümmungsmittelpunkt  liegt  immer 
in  der  betreffenden  Normalebene  der  Curve. 

Es  ist  evident,  dass  er  nicht  nur  in  dieser  Normalebene,  sondern 
auch  in  der  des  folgenden  Elementes  (und  ausserdem  in  der  Oscu- 
lationsebene)  liegen  muss.  Die  beiden  Normalebenen  schneiden  sich 
in  einer  Geraden,  die  normal  steht  auf  der  Osculationsebene,  und 
ausser  anderen  Namen  auch  den  der  Krümmungsaxe  (axe  de  cour- 
bure)  führt.  Man  findet  ihre  Gleichungen  durch  folgende  Betrachtung: 
Die  eine  Normalebene  entspricht  einem  gewissen  Werthe  t,  die  zweite 
einem  Werthe  t  -f-  h.  Man  hat  folglich  zur  Bestimmung  der  Krüm- 
mungsaxe die  Gleichungen  dieser  beiden  Normalebenen  oder  auch 
statt  der  zweiten  die  Diöerenz  beider,  durch  das  verschwindende  h 
dividirt;  d.  h.  die  Gleichung  (2)  und  ihre  Difierentialgleichung  nach 
t  oder  die  Gleihung  (3)  desselben  §  11.  Die  Bedeutung  der 
beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  §  11  zusammengenommen 
ist  also:  die  Krümmungsaxe  für  den  Punkt  x  y  z. 
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Fig.  8. 


§  19. 
Wenn  wir  auch  die  Ausdrücke  zur  Bestimmung  des  Krümmungs- 
mittelpunktes bei  Curven  doppelter  Krümmung  ganz  analog  denen 
bei  ebenen  Curven  hergeleitet  haben,  so  besteht  doch  zwischen  den 
Eigenschaften  der  Krümraun gsmittelpunkte  bei  diesen  Arten  von 
Curven  ein  wesentlicher  Unterschied. 

Ist  nämlich  C  irgend  eine,  ebene  oder  doppelt  gekrümmte,  ge- 
gegebene Curve,  dann  bilden  die  Krümmungsmittelpunkte,  die  zu  dieser 
Curve  gehören,  einen  stetigen  Zug,  eine  zweite  Curve  C^.  In  der 
Ebene  findet  nun  die  merkwürdige  Relation  statt,  dass  jede 
Tangente  von  (7^,  Fig.  8,  Normale  im  entsprechenden  Punkte 

von  C  ist:  dies  ist  von  selbst  klar.  Sind 
nämlich  ab,  hc,  cd,  de  vier  auf  einander  fol- 
gende Elemente  der  Curve  C,  und  ma,  nß, 
py,  qd  die  zugehörigen  Normalen  (die  man 
sich  in  den  Mitten  jener  vier  als  gradlinig 
angesehenen  Elemente  errichtet  denken  kann), 
so  sind  die  Durchschnittspunkte  je  zweier 
auf  einander  folgenden  Normalen,  nämlich 
a,  ß,  y  Punkte  der  zugehörigen  Curve  Oj, 
denn  sie  sind  die  Krümmungsmittelpunkte 
für  jene  Elemente  von  C.  Mithin  sind  aß, 
ßy  Elemente  von  C'i,  und  diese  geraden  Linien  geben  zugleich  die 
Richtungen  der  zugehörigen  Tangenten  von  6\  an.  Es  ist  also 
aß  Taugeute  vonOi,  zugleich  ist  es  aber  der  Construction  nach  Normale 
an  a  Und  so  die  übrigen.  (Statt  der  gradlinigen  Elemente  ah,  hc, 
cd,  de  u.  s.  w.  kann  man  sich,  für  unser  Capitel  noch  angemessener, 
Kreisbögen  denken;  d.  h.  man  kann  jede  Curve  in  der  Ebene  C  an- 
sehen als  zusammengesetzt  aus  einer  unendlichen  Anzahl  unendlich 
kleiner  Kreisbögen,  die  alle  zu  andern  Radien  und  andern  Mittel- 
punkten gehören,  und  diese  Centren  sind  keine  andern  Punkte  als 
die  Punkte  der  Linie  C^,  welche  man  bekanntlich  die  Abgewickelte 
oder  Evolute  der  Curve  C  nennt.) 

Im  Räume  fehlen  gewisse  von  diesen  Eigenschaften.  Sind  ah, 
hc,  cd,  de,  Fig.  9,  aufeinander  folgende  Elemente  einer  Curve  doppelter 
Krümmung,  liegen  also  von  ihnen  nur  je  zwei  anstossende  in  einer 
Ebene,  so  lege  man,  um  den  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Kreis 
der  durch  a,  b,  c  geht,  zu  finden,  durch  diese  drei  Punkte  eine  Ebene, 
und  errichte  in  ihr  auf  den  Linien  ah  und  hc  in  ihren  Mitten  die 
Normalen,   deren    Schnittpunkt  a   der    gesuchte   Punkt   ist.     Ebenso 
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Fig.  9. 


findet  man  ß   als    Krümmungsmittelpunkt   für   den  Kreis,    der  durch 
b,  c,  d  geht,   und  y  für  den  Kreis,  der  durch  c,  d,  e  geht  etc.     ha, 

welches  den  Mittelpunkt  a  enthält,  liegt  also 
in  der  Ebene  a  h  c,  dagegen  hß  mit  dem 
^^  zweiten  Mittelpunkte  ß  in  einer  wesentlich  an- 
dern Ebene  b  c  d]  und  zwar  ist  der  Neigungs- 
winkel ahß  der  der  beiden  andern  Ebenen 
ah  c  und  b  c  d,  denn  ha  und  hß  sind  in  einem 
Punkte  h  des  gemeinschaftlichen  Durchschnitts 
bc  beider  Ebenen  in  beiden  Ebenen  normal 
errichtet.  Die  Ebene  der  beiden  Normalen  ha 
und  hß  ist  zugleich  die  zum  Element  &c  gehörige  Normalebene,  denn 
sie  enthält  zwei,  folglich  alle  Normalen  von  bc.  Die  Linie  aß  liegt 
also  zwar  in  der  Normalebene  von  bc,  trifft  aber  dieses  Element 
nicht,  a  und  ß  sind  aber  zwei  Punkte  von  Cj :  und  es  folgt  daher, 
dass  bei  Curven  doppelter  Krümmung  eine  Tangente  an  C^ 
nicht  Normale  an  G  ist,  denn  sie  trifft  diese  Curve  nicht.  Die 
Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  und  die  Evolute  einer  doppelt  ge- 
krümmten Curve  sind  also  nicht  identisch.' 


§.  20. 
Zusatz.     Der     analytische     Beweis    dieser    Behauptung    ist 
länger   und   erfordert  viel   Rechnung.    Ist  Xj/0   ein   gegebener  Punkt 
der  Curve  C  und  abc  der  entsprechende  Krümmungsmittelpunkt,  dann 
bestehen  die  drei  Gleichungen 

a  =  X  -\-  r^  •  x"  b  =  y  -\-  r^  -y"  c  =  s  -\-  r^  •  z". 
ds  ist  das  Bogenelement  der  Curve  C.  Hat  man  nun  xyz  und  folglich 
auch  r  als  Functionen  von  s  gegeben,  so  sind  auch  abc  hierdurch 
als  Functionen  von  s  aufgefasst.  Bezeichnet  man  folglich  die  laufen- 
den Coordinaten  der  Tangente  an  6\  mit  ^  t]  l,  so  sind  ihre  Glei- 
chungen (nach  §  5) 

l  —  a  ^  71  —  b  ^^  I  —  c  ^ 
da  db  de 

d  s  d  s  ds 

Setzt  man  nun  in  dieser  Doppelgleichung  für  ^  yj  ^  die  Coordinaten 
xyz  des  Punktes  der  Curve  C ein,  so  wird  die  resultirende  Gleichung 
X  —  a        y  —  h  z  —  c 

d  c 

d  s 


falsch. 


da  db 

ds  d  s 

Anmerkung.     Obgleich  also  im  Räume  die  Curve  C\  nicht  die 
Evolute  C  ist,  so  existiren  dennoch  auch  für  solche  Curven  Evoluten; 


—    :iD    — 

man  kann  aus  der  Curve  C  andere  Curven  0,  finden,  durch  deren 
Abwickelung  C  entsteht;  ja  es  hat  sogar  jede  Curve  (auch  die  ebene) 
unzählig  viele  Evoluten,  nur  ist  für  die  Curven  von  doppelter 
Krümmung  die  Curve  der  KrümmuDgsmittelpunkte  nicht  unter  diesen 
Evoluten  enthalten.  Diese  Entwickelung  hängt  indess  von  einem 
Punkte  aus  der  Theorie  der  sogenannten  abwickelbaren  Flächen  ab, 
zu  der  wir  erst  später  kommen.    (Diese  Theorie  ist  §.  76  ausgeführt.) 

4.   Zweite  Krümmung. 

§.  21. 
Wir  gehen  jetzt  über  zur  zweiten  Krümmung. 
Erklärung.     Unter  erster  Krümmung  einer  doppelt  gekrümm- 
ten Curve  versteht  man  den  reciproken  Werth  des  Krümmungsradius 

oder  den  Bruch  —   oder   -r-,  d.  h.  das  Verhältniss  des  Winkels  zweier 

r  d  s' 

unendlich  nahen  Tangenten  zum  zugehörigen  Bogenelement.  Dem- 
zufolge wird  man  als  zweite  Krümmung  einer  solchen  Curve  an- 
sehen das  Verhältniss  des  Winkels  zweier  unendlich  nahen  Oscula- 
tionsebenen  zum  zugehörigen  Bogenelement;  dieses  Verhältniss  ergiebt 
die  Abweichung  der  Osculationsebenen  der  Curve  von  einer  und  der- 
selben Ebene.  Zur  Bestimmung  dieser  zweiten  Krümmung  gehen  wir 
von  der  Gleichung  der  Osculationsebene  aus. 

Diese  ist  (§  8): 
(y  s"  —  /  y")  {l  —  x)-\-  (/  x"  —  xz")  (^  —  2/)  +  (x  y" —y  x)  ^~^)=0, 
und  die  Winkel,   welche    das  Loth   auf  dieser   Ebene  mit  den  Axen 
macht,  haben  die  Cosinus: 

cos  a  =  r  {y  z"  —  /  y"),  cosß=r  {y  d'  —  z  y"),  cos  y  =  r{x' y" —y  x"), 
wenn  wir  nach  §  8  und  12  m  mit  r  identificiren.  Für  die  benachbarten 
Osculationsebenen  folgen  ähnliche  Gleichungen,  wenn  man  für  x  y  s 

cos  «1  cos  /3i  cos  ^1  schreibt,  x  -\-  dx  . . .  cob  a^  -\-  d  cob  a^ Und 

der  Winkel,  den  beide  Ebenen,  oder  ihre  Lothe,  mit  einander  machen, 
ist  nach  §  14: 

y{d-cos  aj^  +  (r?-cos  ß^f  +  ((^-cos  y,f. 

Das  Mass  der  zweiten  Krümmung  ist  folglich   dieser  Winkel   W  di- 

W 
vidirt  durch  ds,  also  -^. 

(t  s 

Nun  ist 
±^  _  ,  (^'/"_  ,'y'")  _  ,3  (y',"_  /y"){x"x"  +  y"y"  +  /'/") 
=r'  { x"'-\-y"'-\-z"')  {jj'r-zy")  -  {y'f-zy"){x"x"-\-y"y"-{-z"z") } . 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Determinante 


y  y"  y"  I  ^^  ^^  ^^^  ^^^ 

z    z"  z"  I 


auch  so  schreiben  können 

x".  {\jz'  —  z'y")  +  y".  {z'x"  —  x  z")  +  z".  {x  y"  —  y  x)  =  J, 
so  wird 

(cos  aj)'=r^  Ix'  [x'y  z" — x'z'y'"  —  x" ij z'  -\- x" z'y"\ 

—  z/  4"  xy"z"  —  x'y"  z" 

+  y"  [ y y" ^' - y"y"'^'-\-yy"^' + ^ y"y"' } 

iy  {y" ^" —y" z") 

+        11      f     in     II     t  III     III  I     II     III      1        I     III     II  \    \ 

z     [z   z  y  —z  z  y    —y  z  z    -\-z  z   y  \\ 

I    /      II      III  II       III  X 

z  (y  z    —zy) 

•i  (        "  ^  I     I  II  /  II  III       II  iii\ 
=  r"*|— X  A-\-xx  {y  z    —  z  y  ) 

+yy  {y  2  —y  ^  )+^^  {y  z  —zy  )j 

=  r^[—x"A-\-{x'x"-\-y'y"-\rz'z")  {y" z"  —y" z')\, 

0 
also 

(cosaj'  =  —  r^x' /1\  ebenso (cos/3j^)'=  —  r^y" A  und  (cos  y^'  =  —  r'z' /i. 

Es  wird  also  die  zweite  Krümmung  =]/r"^'^(a;"^4~  2/"^+-^  "0  = 

"j/r^  z/^,  oder,   wenn  wir   sie  mit  y,    bezeichnen,    und    statt  r  seinen 

Werth  zurücksetzen :  ^  =  — r-? — rr^-, — rr^  •  *) 


*)  Aehnliche  Betrachtungen  wie  die  in  §  12  Note  angestellten,  vereinfachen 
die  Rechnung.     Man  fand  daselbst: 

I)  ax  -j-  hy  -\-  cz  ==0. 

Diese  Gleichung  wird  differentiirt,  indem  man  Gleichung  3  des  §  12  (Note) 
berücksichtigt.    Man  erhält: 

II)  a  x  -\-  b'  y  -\-  c  z  =  0  ^ 
ausserdem  ist  identisch: 

III)  x" x  +  y" y  -\-  z" z  =  0. 

uie.se  Gleichungen  multipliciren  wir  mit  j9,  —  1,  2  und  addiren  sie,  setzen 
dann  wieder  zur  Bestimmung  von  p  und  q  die  Coefficienten  von  x'  und  y  gleich 
0,  wo  dann  auch  der  von  z'  verschwindet,  also: 

a'  =  p«  +  2«"',       ^'  =  P^ -\- <iy'\        c  ==  p c -\- qz" . 
Multipliciren    wir    bezüglich    mit  a  b  c  und   addiren,    berücksichtigen    da- 
bei, dass: 

a''  -\-  b^  -\-  c^  =  1 ,     also  aa  -j-  bb'  -{-  cc  =  0  ist. 


27 


§.  22. 
Lehrsatz   1.     Verschwindet  die    erste    Krümmung,   so    ist 
die    Curve    eine    Gerade.     Dieser  geometrisch    einleuchtende  Satz 
soll  hier  auch  analytisch  bewiesen  werden. 

Die   erste  Krümmung   -7  =  "j/a;"^  -f~  y'"^  -{-  z"^  kann  nur  dadurch 
gleich  Null  werden,  dass  die  drei  Gleichungen  bestehen: 
a;"  =  0     ?/"  =  0     /'  =  0. 

Diese  kann  man  sofort  integriren:  x  =  c   y  =  c^    /  =  62,  wobei  die 
sonst  willkürlichen  Constanten  c  c^  c,  nur  der  Gleichung 

c'  +  c,^  +  c,2  =  1 
unterworfen  sind.     Die  letzten  drei  Gleichungen  integrirt  geben  wie- 
derum X  =  CS  -{-  d  y  =  c^s  -{-  d^  ^  ==  CgS  +  <^2  oder =  ^^^^—^  = 


c  c. 


"     — .    Dies  sind  aber  die  Gleichungen  einer  Geraden. 


Lehrsatz  2.  Verschwindet  die  zweite  Krümmung,  so 
ist  die  Curve  eine  ebene.  Auch  dieser  Satz  ist  geometrisch  ein- 
leuchtend. 

Es  ist  ^  =  r^z/  =  0,  also  entweder  r  =  0,  d.  h.  die  Curve  wird 
ein  Punkt  oder  A  =  ^ ,  nun  war  — ^ — ~  =  —  r^x"  zJ,  also  hier  /j  == 
-^^,r^    A)  wenn  r=  cxd,  d.  h.  die  Curve  eine  gerade,  B)  wenn  x"  = 

-^  =  00,  d.  h.  wenn  V-'  =  0,  also  s  constant,  die  Curve  also  wieder  ein 
ds  '  dx         '  ' 


so  wird  wegen  Gleichung  3  von  §  12  Note  p  =  0,  also: 
a  =  qx" ,  h'  =  qy" ,  c  =  q_s" . 
Diese  Gleichungen  werden  bezüglich  mit  x'\  y" ,  z"  multiplicirt  und  addirt, 
dies  giebt: 

äx    -\-h'y'  +  cz'  =  ^. 

Durch  Differentiiren  der  Gleichung  3  (§  12  Note)  erhält  man  aber: 
ax"  +  hy"  -f  cz"  =  —  {a  x"  -\-  b' y"  -f  cz") 
also: 

q  =  —  r'^  (ax"  -\-  by"  -f  cz"'). 

Setzt  man  für  a  =  cos  a, ,  6  ==  cos  ßi,  c  =  cos  y, ,  die  im  Text  angeführten 
Werthe:   r  (y  z"  —  z  y")  u.   s.  w.  hier  ein,    so  kommt:  q^  —  r^J,  wo  J  der 
selbe  Ausdruck  wie  im  Text  ist,  also: 

a  =  —  r^x'J,        b'  =  ~r^y"J,        c=r^z"d 
wie  oben.  (Note  zur  2.  Auflage.) 
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Punkt  ist,  endlich  wenn  -^~  ==  0,  also  cos  a^  constant  ist.     Dann 

lässt  sich  ebenso  zeigen,  dass  auch  cos  ß^  und  cos  y^  constant  sind, 
d.  h.  alle  Krümmungsebenen  fallen  zusammen  und  die  Curve  ist  eine 
ebene. 

5.  Schmieguiigskugel. 

§■  23. 

Erklärung.  Eine  Kugel,  die  durch  einen  Punkt  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  und  drei  diesem  Punkte  unendlich  nahe  Punkte 
hindurchgeht,  heisst  die  Schmiegungskugel  jenes  Punktes. 

Aufgabe.  Die  Schmiegungskugel  eines  Punktes  einer 
Kurve,  d.  h.  ihren  Radius  und  die  Coordinaten  ihres  Mittel- 
punktes, zu  bestimmen. 

Bezeichnen  |  t^  2;  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  und  q  den 
Radius  der  Kugel,  so  ergeben  sich  nach  §  9  zur  Bestimmung  dieser 
vier  Grössen  folgende  Gleichungen: 

(i-xy-\-(ri-yf-i-it-^y=Q\  (i-^)^'+(^-.y,¥+a-^y=o, 

(I  -  x)x"  +  (i?  —  y)f  +  (2;  —  sy  =  1 
und  (I  —  x)x"  +  (rj  —  y)ij"  +  (g  —  s)z"'  =  0, 

wobei  in  Beziehung  auf  die  Differentialquotienten  6'  als  unabhängige 
Variable  gilt.     Setzen  wir  der  Kürze  halber 

/  y"  —  y'/"  =  a      x  z"  —  z  x"  =  b      y  x"  —  x  y"  ==  6', 
so  ergeben  die  zweite  und  vierte  dieser  Gleichungen: 

I  —  x\y]  —  y.t,  —  z  ==  a  '.})  \  c 
oder  I  —  X  =  ^-  a,    r]  —  y  =  ^  -b,    l  —  z  =  ^-  c, 

wo  fi.  ein  Factor  ist,  der  aus  der  dritten  Gleichung  bestimmt  wird: 
(i  (a  •  x"  -{-  b  •  y"  -\-  c  •  /'  =  1 ,  oder,  da 

a •  a;"  +  6 •  /'  +  c •  /'  =    y"  y"  y 

It  tu  I 

Z      Z        3 

Danach  wird     ^— «;=--,  ^  —  y  =  -^,  ^  —  ^=--^. 

Jetzt  findet  man  aus  der  ersten  Gleichung  ^^  =  —     ^      -  . 
Es  ist  aber 

«2_l_&2 + c^ = (a:'i^ + 2/'' + ^'0  (^'"' + y'"' + ^"'')  -  (^'  ^" + y  V" + ^  ^")\ 

Wir  haben  nun  die  Gleichungen:  x"^  ■\-  y"^  ■\-  z'^  =  \,  und  daraus 
folgend a;V'-f-yy+^V'==  0  und x  x" -\-y'y" ■\-z' z" =—{x"^-\-y"'^-^z'^% 
Folglich  wird  a^-\-b^-\-  c'  =  x'"''  +  y"^  -f  /"^  —  {x'"'  +  y"^  +  z"y. 


A  (§21)  ist:  /i==-l 
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Setzen  wir  also  statt  a,  h,  c  ihre  Werthe  zurück,  und  für 
a^  -\-  V^  +  c^  den  eben  gefundenen,  so  erhalten  wir  als  Lösung  der 
Aufgabe : 

Bemerkung.  Es  bleibt  uns  von  der  Theorie  der  Curven  im 
Räume  im  Allgemeinen  und  insbesondere  der  Curven  doppelter  Krüm- 
mungen zwar  noch  manches  übrig.  Dies  können  wir  jedoch  erst 
abhandeln,'  wenn  wir  von  der  Theorie  der  Flächen  gesprochen 
haben,  wozu  wir  jetzt  übergehen. 


Zweiter  Abschnitt. 

Flächen  und  Ourven  auf  den  Flächen. 

1.  Analytischer  Ausdruck  der  Flächen. 

§  24. 

Auch  hier  beschäftigen  wir  uns  zunächst  mit  der  Festsetzung  des 
analytischen  Ausdrucks  für  die  Flächen,  das  weiter  ausführend,  was 
wir  bereits  in  §  4  angedeutet  haben.  Es  giebt  im  Wesentlichen  drei 
verschiedene  Weisen  eine  Fläche  analytisch  darzustellen. 

Man  giebt  entweder  eine  Coordinate  als  Function  der  beiden 
andern:  0  =  cp  (x,  y).  Oder  mau  giebt  zweitens  überhaupt  nur  eine 
Gleichung  zwischen  xy  z  in  dieser  Form:  F {x,  y,  z)  =  0;  dies  zweite 
ist  das  gewöhnlichere,  und  es  ist  passend,  alle  Formeln  so  einzu- 
richten, dass  auf  diese  Form  der  Gleichung  der  Fläche  Rücksicht 
genommen  wird.  Die  erste  Darstellungsart  ist  zwar  ebenso  allgemein, 
setzt  aber  voraus,  dass  man  z  aus  der  zweiten  Gleichung  explicite 
dargestellt  habe,  was  die  Auflösung  beliebiger  algebraischer  oder 
transcendenter  Gleichungen  voraussetzt.  Die  dritte  Form  endlich, 
die  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist,  ist  folgende:  Man  denkt  sich 
xy  z  als  Function  zweier  neuer  Variabein  ' 

x  =  fi  (m,  v)    y=f,  («,  v)    0  =  fs  (m,  v). 

Mit  dieser  letzten  Form  des  Ausdrucks  hängen  die  beiden  ersten 
auf  eine  leicht  kenntliche  Weise  zusammen.     Eliminirt  man  nämlich 


30     — 


^ 

Pig 
X 

I\ 

10. 

/     / 

f  J 

M 

Ä-K^^^    j\^ 

B 

X 

y 


aus  den  drei  Gleichungen  der  letzten  Form  die  beiden  Variabelu  m 
und  V,  so  erhält  man  die  zweite;  und  die  erste  ist  selbst  nur  ein 
speeieller  Fall  der  dritten,  denn  man  kann  sie  in  folgende  Gestalt 
bringen:  x  =  u     y  =  v     0  =  cp  {u,  v). 

Ein  Beispiel  zu  der  dritten  Art  der  Darstellung  bietet  die  Kugel, 
Fig.  10.     Identificiren    wir    dieselbe   mit    der   Erde,    so    können    wir 

die  Ebene  xy  als  Aequator  betrachten, 
und  die  positve  x-Axe  durch  den  1*®" 
Meridian  (Null  Grad)  hindurch  gehen 
lassen.  Denken  wir  uns  alsdann  jeden 
Punkt  auf  der  Kugel  bestimmt  durch 
seine  geographische  Länge  u  und  seine 
geographische  Breite  v,  so  ist  bekanntlich, 
wenn  wir  durch  den  fraglichen  Punkt  C 
und  die  ^-Axe  einen  grössten  Kreis  gelegt 
denken,  das  Stück  dieses  Meridians  von 
C  bis  zum  Aequator  ==  v  und  das  Stück 
des  Aequators  von  da  bis  zum  Null-Meridian  =  u.  Wir  haben  also 
in  diesem  Falle  sphärische  Coordinaten  u  und  v.  Construirt  man 
sich  die  orthogonalen,  so  ist  offenbar  0  =  a  sin  v,  wenn  a  der  Kugel- 
radius ist,  und  da  die  Projection  des  hier  in  Betracht  kommenden 
Kugelradius  auf  die  Ebene  der  x  y,  nämlich  a  •  cos  v,  mit  der  x-Axe 
den  Winkel  u  bildet,  so  ist  zweitens  x  =  a  cos  v  •  cos  n  und  drittens 
y==a  cos  t?-sin  u.  —  Für  die  unabhängigen  Variabein  v  und  ii  besteht 
hier  blos  die  Bedingung,  dass  die  geographische  Länge  u  von  0°  bis 
360"  alle  Werthe  durchlaufen  kann,  während  die  geographische  Breite 
V  nur  die  Werthe  von  — 90*^  (durch  0^)  bis  -j-  90*^  annehmen  kann,  in- 
dem man  die  südliche  Breite  negativ  rechnet:  durch  diese  Be- 
stimmung bezweckt  man,  dass  alle  Punkte  der  Kugel  in  den  Glei- 
chungen enthalten  seien,  und  zwar  alle  nur  eindeutig. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  aus  dieser  Form  der  Gleichung  der 
Kugel  die  zweite  erhalten  kann:  Quadrirt  und  addirt  man  die  Glei- 
chungen, die  für  die  drei  orthogonalen  Coordinaten  x  y  z  bestehen, 
so  werden  u  und  v  eliminirt,  und  mau  erhält  die  bekannte  Gleichung 
der  Kugel:  x^  -\-  y"^  -\-  z^  ==  a^. 

Hätte  man  die  Gleichung  eines  dreiaxigen  Ellipsoids 

^  4-  ^  +  il  =  1 

in  der  dritten  P^orm  darzustellen,  so  könnte  man  z.  B.  setzen 
a;  ==  a  cos  w  cos  v    y  =  b  sin  u  cos  v    2  =  c  sin  v. 
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§  25. 

Die  dritte  Form  des  analytischen  Ausdrucks  der  Fläche  hat  eine 
sehr  einfache  geometrische  Bedeutung.  Betrachtet  mau  nämlich  die 
Fläche  gegeben  durch  das  System  der  drei  Gleichungen 

^  =  /i  (u,  v)  y==fi  (u,  v)  z  =  f^  (u,  v), 
so  findet  man  für  jedes  Werthepaar,  welches  man  den  unabhängigen 
Veränderlichen  u  und  v  beilegt,  und  wenn  man  x  y  2  nach  ihren 
Gleichungen  berechnet,  einen  bestimmten  Punkt  der  Fläche.  Legt 
man  aber  dem  v  einen  numerischen  Werth  bei  und  lässt  ihn  für 
alle  Werthe,  die  man  u  giebt,  constant,  so  wird  dadurch  das  System 
der  gegebenen  drei  Gleichungen  in  ein  System  dreier  Gleichungeu 
verwandelt,  die  nicht  mehr  zwei  Unabhängige  enthalten,  sondern 
eine:  ein  solches  System  ist  aber  (§  3)  der  analytische  Ausdruck 
einer  Curve  im  Räume,  welche  überdies  nothwendig  auf  der  Fläche 
liegt.  Die  Gleichung  u  =  c,  zu  den  obigen  drei  hinzugefügt,  drückt 
also  eine  gewisse  Curve  auf  der  Fläche  aus.  Nehmen  wir  aber  an, 
dass  sich  w  continuirlich  ändert,  so  bekommt  man  für  jeden  Werth 
desselben  eine  solche  Curve  auf  der  Fläche,  der  Inbegriff  aller  Werthe 
von  u  bedingt  also  ein  System  von  Curven,  von  denen  eine  jede 
ganz  auf  der  Fläche  liegt,  und  welche  die  ganze  Fläche  überziehen. 
Eine  solche  Grösse  tt,  welche  für  eine  Curve  oder  Fläche  constant 
ist,  durch  ihre  Aenderung  aber  die  Aenderung  der  Linie  oder  Fläche 
bedingt,  wird  bekanntlich  Parameter  genannt. 

Legt  man  ebenso  dem  v  einen  constanten  Werth  bei,  dass  also 
nur  u  variabel  bleibt,  so  bekommt  man  ebenfalls  eine  Curve  auf  der 
Fläche,  und  lässt  man  v  Parameter  sein,  so  ergiebt  der  Inbegriff 
aller  Werthe  desselben  alle  Curven,  welche  dieser  ersten  analog  sind. 

Hieraus  schliessen  wir:  die  dritte,  d.  h.  diejenige  Darstel- 
lungsart einer  Fläche,  nach  welcher  man  ihre  Coordiuaten 
als  Functionen  zweier  neuen  unabhängigen  Variabein  be- 
stimmt, besteht  darin,  dass  man  sich  die  ganze  Fläche 
durch  zwei  Systeme  von  Curven  überzogen  denkt.  Das  eine 
System  entspricht  der  Gleichung  u  ==  c,  das  andere  System 
entspricht  der  Gleichung  v  =  c^.  Jeder  Punkt  der  Fläche 
wird  alsdann  betrachtet  als  gegeben  als  Durchschnitts- 
punkt einer  Curve  des  einen  Systems  und  einer  Curve  des 
andern  Systems. 

Wenden  wir  dies  auf  das  oben  gewählte  Beispiel  der  Kugel  an, 
so  finden  wir  zunächst,  dass  alle  Punkte,  für  welche  v  einen  con- 
stanten  Werth   hat,    auf   demselben   Meridian  liegen,    oder  dass    die 
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Gleichung  u  =  c  auf  der  Kugel  einen  Meridian  ausdrückt.  Ebenso 
sieht  man,  dass  die  Gleichung  v  ==  (\  einen  Parallelkreis  bedeutet. 
Will  man  also  nach  der  oben  gewählten  Methode  einen  Punkt  der 
Kugel  angeben,  so  giebt  man  sein  u  und  sein  v,  und  damit  resp. 
seinen  Meridian  und  seinen  Parallelkreis.  Als  den  Durchschnitt  dieser 
beiden  für  jeden  Punkt  (unter  der  Bedingung  der  in  §  24  angegebe- 
nen Einschränkung  für  u  und  v)  bestimmten  Kreise  sieht  man  den 
Punkt  an;  d.  h.  man  betrachtet  ihn  als  Durchschnitt  zweier  Curven, 
von  welchen  die  eine  zu  dem  Systeme  gehört,  dessen  Gleichung  ist 
ii  =  constans,  und  die  andere  zu  dem  Systeme,  dessen  Gleichung  ist 
V  =  constans. 

§.  26. 

Anmerkung.  Etwas  Aehnliches  ist  schon  die  Coordinaten- 
Methode  in  der  Ebene,  Mit  dem  Ausdrucke:  Einführung  rechtwink- 
liger Coordinaten  will  man  bezeichnen,  dass  man  sich  die  ganze 
Ebene  mit  zwei  auf  einander  normalen  Systemen  paralleler  Linien 
überzogen  denkt,  und  jeden  Punkt  als  Durchschnitt  einer  Geraden 
des  einen  Systems  in  eine  des  andern  Systems  giebt,  Aehnlich  ist 
es  bei  schiefwinkligen  und  Polarcoordinaten,  nur  dass  bei  den  erstem 
die  beiden  Systeme  gerader  Linien  unter  irgend  einem  schiefen  Winkel 
gegen  einander  geneigt  sind,  und  bei  den  andern  nur  das  eine  System 
geradlinig,  nämlich  ein  ebenes  Strahlenbüschel  mit  dem  Anfangs- 
punkt der  Polarcoordinaten  als  Mittelpunkt,  das  andere  dagegen  eine 
Schaar  concentrischer  Kreise  ist. 

Ja  selbst  die  erste  analytische  Art,  eine  Fläche  darzustellen,  hat 
ganz  die  analoge  Bedeutung,  was  schon  daraus  hervorgeht,  dass  sie 
nur  ein  specieller  Fall  der  dritten  ist.  Schreibt  man  nämlich  die 
Gleichung  s  =  q)  (x,  y)  so:  oc  =  u  y  ='  v  z  =  (p  (ti,v),  so  giebt  die 
erste  Gleichung  x  =  u  eine  ebene  Curve  parallel  der  Ebene  der  yz, 
und  alle  diejenigen  Punkte,  für  welche  y  ==  v  ist,  liegen  in  einer 
ebenen  Curve,  die  parallel  der  a;^;- Ebene  ist.  Die  erste  Darstel- 
lungsart der  Flächen  bedeutet  also,  dass  man  sich  die 
Fläche  überzieht  mit  solchen  ebenen  Curven,  die  ent- 
weder der  iC^-Ebene  oder  der  yz-^hene  parallel  sind,  und 
die  Punkte  der  Fläche  giebt  als  Durchschnitte  je  zweier 
Curven  dieser  Systeme, 

§  27. 
Lehrsatz.     Jede    Gleichung    zwischen    den   beiden    unab- 
hängigen   Variabein    u   und    v    der    drei    Gleichungen   einer 
Fläche  giebt  eine  Curve  auf  der  Fläche. 
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Denn  fügt  man  zu  den  drei  Gleichungen 

x  =  f^  (u,  v)  y  =  f^  {u,  v)  2  =  fs  (u,  V) 
noch  eine  Gleichung  &  (u,  v)  =  0 ,  so  kann  man  offenbar  mittelst  der- 
selben eine  der  beiden  Unabhängigen  u  oder  v  aus  den  ersten  drei 
eliminiren,  so  dass  drei  Gleichungen  übrig  bleiben,  welche  nur  eine 
Unabhängige  enthalten,  und  dies  ist  der  analytische  Ausdruck  einer 
Curve  im  Räume,  und  zwar  einer  Curve,  die  auf  der  gegebenen 
Fläche  liegt,  weil  alle  ihre  Punkte  den  Gleichungen  der  Fläche 
genügen. 

Bei  dem  Beispiel  der  Schraubenlinie  hatten  wir  etwas  Aehnliches, 
indem  wir  sie  definirten  als  auf  der  Schraubenfläche  liegend  (§  4). 
Für  unser  letztes  Beispiel,  die  Kugel,  ergiebt  sich,  dass  man  eine 
Curve  auf  derselben  offenbar  am  einfachsten  darstellen  wird,  indem 
man  ein  Mittel  angiebt,  um  aus  der  geographischen  Länge  eines 
Punktes  dieser  Curve  die  geographische  Breite  und  umgekehrt  zu 
finden.  In  diesem  Beispiel  bezeichnet  also  jede  Gleichung  zwischen 
u  und  V  eine  sphärische  Curve. 

A.   Die  Gleichung  der  Fläche  sei  gegeben 
in  der  Form  (2)  oder  (1)  (§  24). 

2.  Untersnehnng  der  Flächen  mittelst  schneidender  Ebenen. 

§  28. 

Zunächst  wollen  wir  der  Gleichung  einer  Fläche  die  Form 
F  {x,  y,  z)  =  0  geben,  wo  x  y  s  rechtwinklige  Coordinaten  sind. 

Ein  Hauptmittel,  um  die  Gestalt  einer  Fläche  kennen  zu  lernen, 
besteht  darin,  dass  man  ebene  Schnitte  legt,  und  diese  untersucht. 
Von  allen  diesen  ebenen  Schnitten  sind  diejenigen  am  leichtesten  zu 
discutiren  und  zu  berechnen,  welche  in  den  drei  Coordinatenebenen 
liegen.  Will  man  nämlich  den  Schnitt  einer  Fläche  mit  der  xy-Woene 
untersuchen,  so  hat  man  nur  in  der  Gleichung  der  Fläche  ^  =  0  zu 
setzen :.  dadurch  erhält  man  unmittelbar  die  Curve,  in  welcher  die 
Fläche  die  ä;?/- Ebene  schneidet;  und  ebenso  ist  es  mit  den  beiden 
andern  Coordinatenebenen.  Hat  man  dagegen  nicht  gerade  den 
Schnitt  einer  Coordinatenebene,  sondern  irgend  einer  andern  Ebene 
zu  discutiren,  so  wird  es  am  einfachsten  sein,  diese  andere  Ebene 
zu  einer  der  Coordinatenebenen  zu  machen.  Dies  giebt  zwar  mitunter 
eini^  Rechnungs-Längen  aber  keine  Rechnungs-Schwierigkeiten. 

Wir    wollen    jetzt    den    Durchschnitt    einer    gegebenen    Fläche 
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Fig.  IIa. 


Fig.  IIb. 


F  {x,  y^  g)  =  0    und    einer    Ebene    A    bestimmen,    die    durch    den 
Anfangspunkt  geht.     Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  die  orthogonalen 

Coordinaten  x  y  z  durch  andere 
ebenfalls  orthogonale  XYZ  zu  er- 
setzen (Fig.  IIa)  derart,  dass  die 
XY- Ebene  die  gegebene  Ebene  A 
sei.  Sei  diejenige  Drehungsrichtung 
als  positiv  angenommen,  welche  die 
positive  Axe  der  x  bei  einer  Dre- 
hung von  90*^  zur  positiven  Axe  der 
y  führt,  diejenige,  welche  die  positive 
Axe  der  y  bei  90"  Drehung  zur 
positiven  Axe  der  s,  und  die  welche 
letztere  zur  positiven  Axe  der  x 
führt.  Nehmen  wir  ferner  den  auf 
einer  Seite  vom  Anfangspunkte  0  liegenden  Durchschnitt  Oy  der 
Ebene  A  mit  xy  als  positiv  an  (Fig.  IIb).     Sei  ferner  h  der  Winkel 

dieses  Durchschnitts  in  positiver 
Richtung  gezählt  mit  Oy.  Drehen 
wir  dann  Ebene  xy  in  der  Rich- 
tung von  y  nach  x  (negative  Rich- 
tung) so  um  die  Axe  der  z,  dass  Oy 
mit  Oy  zusammenfällt,  möge  dann 
Ox  in  die  Richtung  Ox  fallen, 
seien  x  y  3  dann  die  auf  Ox,  Oy, 
Oz  bezogenen  Coordinaten,  so  ist: 

X  =  y  imih  -\-  X  cos  h, ,     y  =  y  cos  h  —  x  smh,     s  =  z . 

Sei  ferner  i  der  Winkel,  welchen  das  Loth  Oz'  auf  Ebene  A  in 
einer  beliebigen  seiner  beiden  Richtungen,  die  jedoch  als  positiv  be- 
trachtet wird,  mit  den  positiven  Oz  macht,  und  drehen  wir  Ebene 
X  z  um  Oy  ebenfalls  in  negativer  Richtung,  also  von  x  nach  z 
um  Winkel  i,  so  dass  Oz  mit  Oz"  zusammenfällt,  Oy  aber  unver- 
ändert bleibt,  sind  dann  ^YZ  die  auf  die  neue  Lage  der  Axen  be- 
zogenen Coordinaten,  so  ist  wie  oben 

ic'  =  X  cos  i  —  Z  sin  * ,      y  =  Y ,     ^  =  X  sin  «  -|-  Z  cos  i . 
Also  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Gleichungen, 

X  ==  Y  sin  /i  +  X  cos  i  cos  li  —  Z  sin  %  cos  li , 
y  =  Y  cos  h  —  X  cos  *  sin  h  -{-  Z  sin  i  sin  h 
<it  =  X  sin  i  -{-  Z  cos  * . 
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Die  Ebene  XY  ist  hier  Ä  selbst,  also  für  ihren  Durchschnitt 

mit    der   Fläche    F{x,if,0)  =  0    ist   Z=0,    und    die    Gleichungen 
dieses  Durchschnittes  sind  also: 

F  {Y  sin  h -\- X  C08  i  cos  h ,      T cos  Ä  —  X  cos  *  sin /* ,     X  sin  i)  =  0 

und  Z=0. 
Anmerkung.     Diese  Gleichungen  enthalten  noch  nicht  die  all- 
gemeinste Coordinatentransformation,  da  die  Axe  0  Y  in  die  anfäng- 
hche  Ebene  XY  fällt,  die  Ebene  XY  also  erst  durch  eine  Drehung 
um  OZ  in  einer  beliebigen  Lage  übergeführt  werden  kann. 

§  29. 

In  vielen  Fällen  ist  es  jedoch  besser,  nicht  die  Winkel  i  und 
h  anzuwenden,  sondern  die  allgemeinen  Transformationsformeln  zu 
benutzen,  da  dieser  Weg  zu  symmetrischen  Resultaten  führt. 

Setzen  wir  auch  hier  voraus,  dass  der  Anfangspunkt  0  sich 
nicht  ändert,  sind  dann  xy  z  die  alten,  x  y  z  die  neuen  Coordinaten, 
werden  ferner  die  Cosinus  der  9  Winkel: 

{x  X) ,  {x  y) ,  (x  z),  (y  x) ,  (y  y) ,  {y  s) ,  (/  x) ,  (/  y) ,  (/  z) 
bezüglich  bezeichnet  mit  cc  ß  y  <x  ßf  y    a"  ßf'  y" . 

Denken  wir  uns  nun  durch  irgend  einen  Funkt  des  Raumes  M 
eine  Ebene  parallel  einer  der  neuen  Coordinatenebenen  z.  B,  der 
Ebene  y  z  gelegt,  so  ist  der  Abstand  des  Punktes  0  von  derselben 
gleich  X . 

Man  erhält  also  als  Gleichung  dieser  Ebene  (siehe  §  4) 
x=ax-\-ßy-\-yz 
und  in  gleicher  Weise  für  Ebenen  die  bezüglich  parallel  x  z',  x  y  sind: 
y  ==  a  X  -\-  ^  y  -\-  y  z ,         z  =  a"  x  -\-  ßl'  y  ■\-  y"  z . 

Ebenso  erhält  man,  wenn  die  durch  M  gelegten  Ebenen  bezüg- 
lich parallel  yz,  zx,  xy  sind: 

x  =  ax-\-tty-{-cc   z  ,        y  =  ßx-\-ßy'\-ß   z  , 
z  =  y  X  -{•  y  y  -\-  y"  z  . 

Da  sich  die  9  Cosinus  aß...  auf  3  zurückführen  lassen,  so  be  - 
stehen  zwischen  ihnen  entsprechende  Beziehungen. 

Es  ist  zunächst  die  Linie  OM  im  alten  System  gleich  Yx^  +  2/*  -h  J^;*, 
im  neuen  gleich  Yx'^  -\-  y"^  -\-  z"^.     Die  Gleichheit  dieser   Ausdrücke 
bedingt  nun  wegen  der  Werthe  von  x'  y  z    die  6  Gleichungen: 
1)  a^  _j_  ^t  _{_  ^"2  _  i/2)  /3'^  -f  p  +  r  =  1,  3)  y^  -f  /«  +  y"'  =  1, 

4)  ßy  +  ^y  +  ß"y"  =  0,     5)  y«  +  /«'  +  /'«"  =  0, 

6)aß-^cc'ß'  +  a"ß"  =  0 
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uad  wegen  der  Werthe  von  x  y  b: 

la)  «2  +  ^2  ^  j,2  =  1  ^  2a)  a'2  +  p  J^y'^=l^  3a)  a"^  +  f^  +  /'^  ==  1, 

4a)  «  a"  +  /3'/3"  +  //'  =  0,       5a)  aa  +  ß" ß  +  />  =  0, 

6a)  aa  -]-  ßß'  -\-  yy  =  0. 

Die  6  letzten  Gleichungen  sind  natürlich  eine  identische  Folge 
der  6  ersteh. 

Indessen  giebt  es  noch  andere  mit  diesen  identische  aber  wichtige 
Beziehungen.  Schreiben  wir  z.  B.  die  Gleichungen  1,  5  und  6 
folgendermassen : 

a^a  +  «0«'  4"  «o'^"  =  1,         ßtit  -\-  ß' (X-  +  /3"a"  =  0, 
ya  -\-  y  a  -\-  y" a    =  0, 

wo  erst  nach  Schluss  der  Rechnung  für  «^  a^'  a^'  bezüglich  a  a  a" 
gesetzt  werden  soll.  Es  sind  also,  so  lange  dies  nicht  geschieht, 
unsere  3  Gleichungen  als  linear  zu  betrachten.  Berechnet  man  aus 
ihnen  a  a  a" ,  so  ergiebt  sich: 

az/  =  ß' y"  —  y  ß" ,     ß^  =  y  a"  —  cc  y" ,     yA  =  a  ^  —  /3'a", 
wo  zu  setzen  ist: 


A^a,  iß'y"  -  /n+,«o'  {ß"r-Y"ß)  +  <{ßr-yß) 


«Q       Uq         Uq 

ß  ß'  ß" 

y    y'   y" 

Ersetzt  man  nun  a^  a^  «„"  durch  ihre  Werthe,  so  ergiebt  sich, 
wenn  man  auch  für  a',  a",  /3',  /3",  y ,  y"  ähnliche  Gleichungen  bildet: 
7)  aA  =  ^y"  —  yßl\  8)  ä A  =  ß!' y  —  y"ß,  9)  a" A  =  ßy  —  yß' , 
10)  ßA  =  y'a"  —  «V"?  11)  ß' A  ^==y"a  —  a"y,  V2)  ß"  A  =  ya  — ay, 
lS)yA  =  aß"  —  ß'a",  \A)  y  A  =  a"  ß  ~  ß"  a,  15)  y"  A  ==aß'  —  ßa. 

Es  ist  dann 

a  a  a"  I 
A  =  a  iß'y"  -  yß")  +  a'  (ß"y  -  y"  ß)  4  «"  (ßy'  -  yß')  =     ß  ß'^  ß"    . 

Es  wird  sich  aber  zugleich  zeigen,  dass  der  Factor  A  constant  ist. 


§  30. 
Was  nämlich  die  Grösse  A  betrifft,  so  lässt  sie  sich  folgender- 
massen bestimmen.     Wenn  man  nämlich  die  Gleichungen  (7)  (8)  (9) 
des  vorigen  Paragraphen  quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man: 

(«2  _|_  ^',  _!_  ^'^2)  ^2  _  ^ß'y'  _  yßy  _|_  (^"^  _  y^ßy  ^  ^ßy  _  yßj 

oder 

A'^iß'  +  ß'^-j-ß"')  (f-{-  y"-\-y'')~  ißy  +  ß'  y  +  f  y'J d.i.z^^  =  1, 
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und   hieraus   (16)  ^  z/ =  +  1.      Hiernach   können   wir  auch   die 

Gleichungen  (7)  bis  (15),  wenn  wir  die  obern  Zeichen  zusammen  und 
die  unteren  Zeichen  zusammen  gelten  lassen,  mit  Anwendung  partieller 
Differentialquotienten  so  schreiben: 

—             öa'  -^             8tt  '  -^  da   ^     ' 

1     o  _  ^      \     o'  ^    -L  /}"  ^^ 

Es  lässt  sich  aber  auch  bestimmen,  in  welchem  Falle  z/  =  -|-  1 
und  in  welchem  es  ==  —  1  ist.  Zu  dem  Ende  schicken  wir  folgende 
Betrachtung  voraus: 

Denken  wir  uns  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  so  kann, 
wenn  einmal  die  xy-Woene  auch  in  Beziehung  auf  das  Vorzeichen 
ihrer  Coordinaten  bestimmt  ist,  die  positive  ^r-Axe  selbstverständlich 
nur  zwei  verschiedene  Lagen  haben:  entweder  oberhalb  oder  unter- 
halb dieser  Coordinatenbene.  Bestimmen  wir  nun  den  Cyklus  der 
Aufeinanderfolge  der  Axen  so,  dass  auf  die  a;-Axe  die  der  y  und  auf 
diese  die  der  z  folgt,  welche  also  wiederum  die  der  x  hinter  sich 
hat,  so  ergiebt  sich  leicht  Folgendes: 

Stellen    wir   uns   bei   der   ersten   Lage   der  z-Axe   (oberhalb    der 
xy-WoQue)  in  die  a;-Axe  so,  dass  unsere  Füsse  auf  der  yz-WoenQ  stehen 
Fig.  12a.  und  der  Kopf  in  der  a;-Axe  liegt,  Fig.  12  a,   so  er- 

folgt die   Drq)iung  von   der  y  zur  ^-Axe  von   links 
nach    rechts.      Stellen    wir  uns  jetzt  ebenso   in   die 
y-Axe,  und  sehen  die  Drehung  von  der  z-  nach  der 
a;-Axe,   so    erfolgt  diese  in   derselben   Richtung,  und 
ebenso    verhält  sich  zu   uns    die  Drehung    von    der 
X-  nach  der  y-Axe,  wenn  wir  in  der  ^-Axe  stehen.    In  diesem  ersten 
Systeme,  geht  also   die  angegebene  Drehung  von  einer  Axe  zur  fol- 
,,.    .„,  genden,   wenn   man   sich  in  die  dritte  Axe    gestellt 

Fig    12b.  O  J  o 

X  denkt,  überall  von  links  nach  rechts.  —  Im  zweiten 
Systeme  dagegen  ist,  wenn  sonst  sich  nichts  ändert, 
als  eben  nur  •  die  Lage  der  ^-Axe,  Fig.  12b,  die 
Drehung  überall  umgekehrt,  nämlich  von  rechts 
nach  links. 

Wir  wollen  hiernach  zwei  Coordinatensysteme 
gleichstimmig  nennen,  wenn  bei  gleicher  Aufeinanderfolge  der 
Axen  die  Drehung  entweder  in  beiden  von  links  nach  rechts  oder  in 
beiden   von  rechts  nach  links  geschieht.     Dagegen  nennen  wir  zwei 
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Coordinatensysteme  ungleichstimmig,  wenn  die  Drehungsrichtung 
in  dem  einen  Systeme  die  entgegengesetzte  der  andern  ist.  —  Nur 
im  ersteren  Falle  kann  man  das  zweite  System  aus  dem  ersten  als 
durch  blosse  Drehungen  hervorgegangen  denken.  Hiernach  beweisen 
wir  folgenden 

Lehrsatz:  Wenn  das  neue  Coordinatensystem  mit  dem 
gegebenen  gleichstimmig  ist,  so  ist  ^  =  -|-  1;  wenn  sie 
nicht  gleichstimmig  sind,  so  ist  z/  =  —  1. 

Beweis:  Sind  die  beiden  Systeme  wiederum  x  y  b  und  x  y  /, 
immer  mit  demselben  Anfangspunkt,  aber  sonst  ganz  beliebig  gegen 
einander  liegend,  so  wollen  wir  uns  das  erste  fest  denken  und  das 
zweite  um  den  festen  Anfangspunkt  drehen.  Dann  sind  offenbar  die 
9  Transformationscoefficienten  bei  jeder  neuen  Lage  des  neuen  Systems 
andere  als  bei  jeder  anderen  Lage,  und  zwar  so,  dass  sie  sich  für 
zwei  einander  unendlich  nahe  Lagen  des  neuen  Systems  nur  um  un- 
endlich wenig  von  einander  unterscheiden.  Daraus  folgt,  dass  auch 
der  Werth  des  /d  in  zwei  unendlich  nahen  Lagen  sich  nur  unendlich 
wenig  ändern  wird.     Der  Werth   des  ^  ist  nun  entweder  +  1  oder 

—  1;  er  kann  aber  in  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  nur  un- 
endlich wenig  sich  verändern,  aber  nicht  von  -{-  1  zu  —  1  oder  um- 
gekehrt springen,  daraus  folgt  mit  Nothwendigkeit,  er  muss  für 
beide  Lagen  constant  sein.  War  er  in  der  ersten  Lage  +  !>  so 
muss  er   auch   in  jeder  zweiten  Lage  -f-  1    sein,  und   war  er  immer 

—  1,  so  ist  er  immer  —  1.  Bei  der  ganzen  Bewegung  des  zweiten 
Systems  bleibt  also  der  Werth  des  ^  unverändert.  Man  kann  nun 
durch  continuirliche  Verrückung  das  zweite  System  in  eine  solche 
Lage  bringen,  dass  die  positive  a;'-Axe  mit  der  positiven  a;-Axe  zu- 
sammenfällt, und  die  positive  y'-Axe  mit  der  positiven  y-Axe.  Die 
positive  z'-Axe  kann  alsdann  zwei  verschiedene  Lagen  annehmen:  sie 
kann  mit  der  positiven  z-Axe  zusammen-  oder  zu  ihr  in  entgegen- 
gesetzte Richtung  fallen.  —  Fallen  erstens  die  beiden  , positiven 
Halbaxen  der  ^  und  /  zusammen,  oder  mit  anderen  Worten:  sind 
die  beiden  Systeme  gleichstimmig,  so  sind  für  diese  specielle  Lage 
die  Transformationsformeln  der  Coordinaten  folgende: 

X  =  X    y  =  y    s  =  ä 
folglich 

«  =  1  /3  =  0  y  =  0  «'  =  0  /3'  ==  1  /  ==  0  a"  =  0  /3"  =  0  y"  =  L 

Daraus  folgt  aber  A  =  -\-  \y  und  da  durch  irgendwelche  Bewegung 
des  zweiten  Systems  der  Werth  von  A  sich  gar  nicht  ändert,  so  ist 
auch  der  ursprüngliche  Werth  des    zi^   d.  h.  der  bei   der  Ursprung- 
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liehen  Lage  des  zweiten  Systems,  -{-  1  gewesen.  —  Nehmen  wir 
aber  zweitens  an,  dass  bei  dem  Zusammenfallen  des  x  mit  x,  des 
li  mit  y  die  ^-Axen  in  entgegengesetzter  Richtung  wären,  d.  h.  dass 
wir  mit  zwei  ungleichstimmigen  Systemen  zu  thun  hätten,  so  würden 
wir  bekommen  x  =  x,  y  =  y,  z  =  —  s,  uud  dann  würde  der  Werth 
des  z/  =  —  1  sein,  denn  von  den  Transform atiouscoefficienten  sind  alle 
Null  ausser  a  welches  =  1,  /3'  welches -=  1,  y"  welches  diesmal 
==  —  1  ist.  In  diesem  zweiten  Falle  ist  folglich  auch  bei  der  ur- 
sprünglichen Lage  der  beiden  Systeme  A  =  —  1. 

Anmerkung.  Handelt  es  sich  nicht  um  zwei  gegebene  Coor- 
dinatensysteme,  sondern  hat  man  bei  einer  Untersuchung  die  Wahl 
der  Transformation,  so  kann  und  wird  man  immer  annehmen,  dass 
das  neue  System  mit  dem  alten  gleichstimmig  ist.  Sonst  kann  man 
je  zwei  ungleichstimmige  Systeme  in  gleichstimmige  verwandeln,  in- 
dem man  die  eine  Axe,  etwa  die  ^-Axe  in  entgegengesetzter  Richtung 
nimmt. 

§  31. 

Mit  Hülfe  dieser  Coordinatentransformation  wollen  wir  jetzt  die 
Frage  beantworten:  Kann  man  durch  einen  beliebigen  Punkt 
einer  Fläche  zweiten  Grades  einen  Kreisschnitt  legen?  Wir 
stellen  zu  dem  Ende  die  Gleichung  der  Fläche  zweiten  Grades  so 
auf,  dass  der  betrachtete  Punkt  Anfangspunkt  wird.  Analytisch  stellt 
sich  dies  dadurch  dar,  dass  das  constante  Glied  fehlt.  Da  man  ferner 
jedesmal  die  Coordinatenaxen  so  legen  kann,  dass  in  der  Gleichung 
der  Fläche  die  Producte  je  zweier  verschiedener  Coordinaten  fehlen, 
so  können  wir  als  allgemeinste  Gleichung  der  Fläche  zweiten  Grades 
bei  der  der  Anfangspunkt  der  gegebene  Punkt  ist,  folgende  aufstellen: 
Ax'^  -f  By'  -f  C/2  +  2I)x  -f  2Ey  -f  2Vz  =  0. 

Führt  man  nun  ein  neues  Coordinatensystem  ein  und  zwar  durch 
folgende  Transformationen : 

x'  =  ccx  -\-  ßy  -\-  yä   y  =  ax  +  ß'y  +  y'z  s  =  a"  x  -\-  ß"y  -f-  y"z, 

so  haben  wir  nach  gemachter  Substition  in  die  in  diesem  Systeme 
ausgedrückte  Gleichung  der  Fläche  die  Bedingung  einzuführen,  dass 
die  Fläche  von  einer  der  neuen  Coordinatenebenen,  z.  B.  von  der 
der  xy  geschnitten  werde,  d.  h.  wir  haben  z  =  0  zu  setzen.  Dann 
ist:  X  ^  ax  -{-  ßy    y  =  ax  +  ß^y    z  =  n  x  +  ß!' y. 

Wegen    des    im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werthes   von 
z  ist   die  Gleichung  ^  =  0  gleichbedeutend  mit: 
yx  +  y'xj  +  y"z  =  0. 
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Setzen  wir  nun  die  Wertlie  von  x  y  z  in  die  Gleichung  der 
Fläche  ein,  so  erhalten  wir: 

x"-   {Äa^  +  Ba'  +  6V'2}  +  2xy  {Aaß  +  Baß'  +  Ca"ß"\ 
+  y^  [Aß'  +  Bß''  +  Cß"'}  +  2^  {Da  +  Ea  +  F«"} 
+  2^/  {Dß  +  iy  +  i'X)  =  0. 
Diese  Gleichung  giebt  also  den  Durchschnitt  der  Ebene 

yx^  +  y'y  +  y"  ^'  =  0  ** 

mit  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades.  Damit  die  dadurch  aus- 
gedrückte Curve  ein  Kreis  sei,  muss  zunächst  der  Coefficient  des 
zweiten  Gliedes  Null  sein,  und  ferner  die  Coefficienten ,  welche  die 
Quadrate  der  Coordinaten  multipliciren,  einander  gleich.  Nennen  wir 
den  Werth  dieser  beiden  letzteren  Coefficienten  /*,  so  haben  wir 
folgende  drei  Gleichungen: 

(1)  Aaß  +  Baß'  +  Ca'ß"  =  0    (2)  Aa^  +  Ba"'  +  Ca"^  =  f 
(3)  Aß'  +  Bß''  +  Cß"'  =  f. 

Bis  hieher  ist  die  Untersuchung  ganz  allgemein.  Wir  wollen 
aber  von  jetzt  an  den  Fall  ausschliessen,  dass  von  den  drei  Coeffi- 
cienten ABC  irgend  zwei  einander  gleich  sind.  Dann  ist  nämlich 
die  Fläche  eine  ümdrehungsfläche,  und  bei  diesen  sind  alle  Schnitte 
normal  zur  Axe,  und  nur  diese  Kreise.  Den  Fall  jedoch,  dass  eine 
der  drei  Grössen  ABC  Null  ist,  d.  h.  die  beiden  Paraboloide,  so- 
wie den  elliptischen  und  den  hyperbolischen  Cylinder,  schliessen  wir 
nicht  aus,  wohl  aber  den  parabolischen,  denn  bei  diesem  sind  zwei 
Coefficienten  Null,  und  wir  haben  soeben  festgesetzt,  dass  nicht 
zwei  denselben  Werth  haben  sollen. 

Setzen  wir  noch  über  das  (bis  jetzt  ganz  willkürlich  gelassene) 
Grössenverhältniss  der  drei  Coefficienten  A,  B,  C  fest,  dass 

A>B>C, 
dass  also  die  Difi'erenzen  A^ —  B,  B  —  C  positiv  sind,  so  fragt  es 
sich  jetzt:  Lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  für  alle  Coeffi- 
cienten A,  B,  C,  welche  nur  den  soeben  gemachten  Bedingungen 
genügen,  lösen,  und  wie  lauten  die  daraus  hervorgehenden  Werthe 
von  y  y  y"^.  Denn  dass  die  Gleichungen  die  Grössen  aß  a  ß'  a" ß' 
und  nicht  die  gesuchten  y  y  y"  enthalten,  macht  keinen  Unterschied, 
da  wir  Relationen  genug  haben,  um  jene  auf  diese  zu  reduciren. 
Wir  formen  nun  die  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  so  um,  dass  sie  nur 
drei  Grössen  y  y  y"  (und  ausserdem  /")  enthalten. 

Addirt  man  die  beiden  letzten,  und  berücksichtigt  die  Gleichuugeu 
1«,  2«,  3«  des  §  29,  so  findet  man 

A{l-f)  +  B{l-  y'^)  +  C(l  -  y"')  =  2f 
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oder 

Äy'  +  By'  4-  Cy'"'  =  A-\-B  +  C~2f  (4) 

Multiplicirt  man  die  beiden  letzten  und  subtrahirt  von  ihrem 
Produkte  das  Quadrat  der  ersten,  so  ergiebt  sich 

AB{tt'p  -  2aaßß'  +  a'ß')  +  BC(a'ß"'-2aa"ß'ß"  +  a"' ß'') 

+  CA  (a"2  ß^  —  2aa"  ßß"  -f  a^ß"^)  =  p 
oder 

AB  {aß'  -  aßY  +  BC  {aß"  —  ß'a'f  +  CA  {aß  -  aß"f  =  p 

oder    endlich    wegen   der  Formeln  1,  2,  3   des  §  29  (cf.  auch  §  30): 

BCy^  +  CAy^  +  ABy"'  =  f.  '       (5) 

Dazu  fügen  wir  noch  die  schon  bekannte  Gleichung  (§  3)  des  §  29 

/  +  7'  +  y"'  =  1.  (6) 

Um  nun  aus  diesen  Gleichungen  (4)  (5)  (6)  zunächst  y  zu  finden, 
multiplicire  man  sie  der  Reihe  nach  mit  A,  \ ,  -—  A{B  -{-  C)  und 
addire  dieselben.     Dadurch  findet  man 

[Ä'  -^  BG  -  A{B  +  C)]  y'  =  A'  -  2Af-\-  f\ 

oder  ^  y''{Ä  —  B)  {A  -  G)  =  {A  —  ff, 

und  analog  die  beiden  andern  Coefficienten.     Man  hat  folglich: 

^  (4  -  J?)  (^  -  C)     ^  (5  -  CT)  (B  -  ^)     '^      —  (a  -  ^)  (a"~B)  • 

Diese  drei  Quadrate  können  natürlich  nur  positiven  Ausdrücken  äqui- 
valent sein.     Nach  unsrer  obigen  Bedingung  ^  >  jE?  >  0  sind  zwar 

2  {A-f)''  ,    „2  {C-fY 


(^  — 5)(^  — CT)    """'^  (^_(7)(B  — C7)> 

nicht  aber 

^  {B-G){A-B) 

in  dieser  Beziehung  der  Bedingung  entsprechend.  Der  Widerspruch 
in  y'^  lässt  sich  aber  nur  dadurch  heben,  dass  man  y  =  0,  also 
/'=2)*setzt,  so  dass  jetzt  die  gesuchten  Coefficienten  werden: 


y  =  ±]/:r=rG  y-o  y  =+^_-^. 

Die  Ausdrücke  rechts  sind  echte  Brüche,  es  sind  also  immer  die 
Winkel,  deren  Cosinus  y  und  y"  sind,  reelle  Grössen.  Sie  führen  also 
auf  zwei  verschiedene  Ebenen,  welche  Kreisschnitte  liefern.    Bezeichnen 

wir  für  den  Augenblick  j^ZTr  ™^^    *^^    "°*^  3^^  ™^*  ***'   indem 
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diese  Brüche  jedenfalls  positiv  sind,  so  haben  wir  zunächst  folgende 
4  Systeme: 

y  =  -\-  m  y  ==  0  y"  =  -{-  n,  y  =  —  m  y  =  0  y"  =  -\-  n, 
y  =  —  m  y  =  0  y"  =  —  n,  y  =  -\-  ni  y'  =  0  y"  =  —  w- 
Setzen  wir  jedoch  diese  vier  Systeme  nach  einander  in  die  Gleichung 
der  schneidenden  Ebene,  nämlich  in  yx  -\-  y  y  -\-  y" s  =  0  ein,  so 
bekommen  wir  offenbar  nur  zwei  verschiedene  Ebenen,  nämlich  ent- 
weder mx  -{-  ns  =  0  oder  mx  —  ns  ==  0.  Jede  Fläche  2.  Grades 
also,  welche  weder  eine  Umdrehungsfläche  noch  ein  parabolischer 
Cylinder  ist,  hat  die  Eigenschaft,  dass  sich  durch  jeden  ihrer 
Punkte  vier  Ebenen  legen-  lassen,  welche  die  Fläche  in  Kreisen  schnei- 
den; und  die  Gleichungen  dieser  schneidenden  Ebenen  sind,  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  die  oben  aufgestellte  Form  hat:  ^A  —  i>  •  a;  + 
]/j?  —  0-^  =  0.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  beide  schneiden- 
den Ebenen  auf  der  a;^-Ebene  normal  stehen  und  der  y-Axe  parallel  sind. 
Da  die  drei  Grössen  Ä,  B,  C  in  Bezug  auf  die  Flächen  zweiten 
Grades  mit  einem  Mittelpunkte  die  reciproken  Werthe  der  Axen- 
quadrate  darstellen  (welche  auch  wie  bei  den  Hj^perboloiden  negativ 
sein  können),  so  kann  man,  wenn  man  in  einer  solchen  Fläche 
zweiten  Grades  die  reciproken  Werthe  der  Axenquadrate  bildet 
(wobei  also  auch  imaginäre  sowie  unendlich  grosse  Axen  nicht  aus- 
geschlossen sind),  diejenige  Axe  die  mittlere  Axe  nennen,  welcher 
die  mittlere  der  drei  gebildeten  Grössen  entspricht,  uud  man  kann 
alsdann  unser  Resultat  so  aussprechen: 

Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die 
nicht  zu  den  oben  ausgeschlossenen  gehört,  gehen  zwei 
Kreisschnitte,   die  der  mittleren  Axe  parallel  sind. 

§  32. 

Zusatz  1.  Es  giebt  aber  einen  Grenzfall,  der  besonders  zu 
untersuchen  ist. 

Es  ist  der  Fall,  wo  die  Grösse  /' =  0,  d.  h.  da  nach  dem 
Früheren  f  =  B  sein  soll,  der  Fall,  wenn  B  ==  0  ist.  Alsdann  muss 
C  negativ  sein,  denn  wir  haben  vorausgesetzt  B  ^  C.  Setzen  wir 
also  A  =  -\-  X^  und  C  =  —  ii^,  so  haben  wir  folgende  Gleichung 
der  Fläche 

A^  x'^  —  ii^  P  ■}-2Dx  -\-2Ey  -\-2F0  =0, 
eine  Gleichung,  welche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ausdrückt  oder 
einen    hyperbolischen    Cylinder:    das    Letztere    in    dem    Falle,    wenn 
JE?  =  0  ist.     In   der  Gleichung   der  Schnittlinie  verschwinden  dann 
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die  Coefficienten  von  x'^,  y"^  x,  y,  und  man  hat  als  Durchschnitt  eine 
Gerade.  Wir  sehen  also,  dass  beim  hyperbolischen  Paraboloide  und 
beim  hyperbolischen  Cylinder  durch  jeden  Punkt  zwei  Ebenen  gelegt 
werden  können,  von  denen  eine  jede  mit  der  Fläche  nur  eine  gerade 
Linie  gemeinschaftlich  hat.  Dieser  Fall  ordnet  sich  dem  allgemeinen 
aber  unter,  da  man  eine  Gerade  als  einen  Kreis  von  unendlich  grossem 
Radius  ansehen  kann. 

Beim  hyperbolischen  Cylinder  ist  das  evident.  Da  man  nämlich 
durch  jeden  Punkt  einer  Hyperbel  zwei  Linien  legen  kann,  die  die 
Hyperbel  nur  eben  in  diesem  Punkte  treffen,  nämlich  diejenigen 
beiden  Linien,  welche  den  Asymptoten  der  Hyperbel  parallel  sind, 
so  werden  die  beiden  Ebenen,  welche  man  über  diesen  Linien  normal 
zur  Ebene  der  Hyperbel  errichtet,  den  hyperbolischen  Cylinder  nur 
in  der  Seite  schneiden,  welche  normal  über  jenem  Punkt  steht.  — 
Beim  Paraboloide  ist  die  geometrische  Betrachtung  nicht  so  einfach-, 
aber  die  Rechnungen,  die  wir  angestellt  haben,  geben  in  jedem  Falle 
darüber  Bescheid.  Es  sind  nämlich,  wie  aus  dem  vorigen  Paragraphen 
klar  ist,  die  Gleichungen  dieser  geraden  Linie: 

X  {Da  +  Ea  +  Fa")  -\- y  {Dß -{-  Eß'  +  Fß")  =  0,^  =  0, 
wobei  man  noch  die  Grössen  k  und  ß  danach  zu  bestimmen  hat,  dass 

sind. 

Man  kann  also,  selbst  diese  beiden  Ausnahmefälle  mit  hinein- 
ziehend, allgemein  sagen:  Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiten 
Grades  gehen  zwei  Kreisschnitte;  die  Ebenen  aller  dieser  Kreis- 
schnitte liegen  in  zwei  parallelen  Systemen.  Denn  ergiebt  sich  als 
Schnitt  eine  gerade  Linie,  so  kann  diese  als  ein  Kreis  mit  unendlich 
grossem  Radius  angesehen  werden.  Die  betreffenden  Umdrehungs- 
flächen und  die  parabolischen  Cylinder  sind  ausgenommen.  Die  Um- 
drehungsflächen sind  oben  behandelt.  Der  Fall  des  parabolischen 
Cylinders  ist  leicht  zu  erledigen.  Setzt  man  ^  ==  J3  =  0,  so  werden 
die  Gleichungen  1)  2)  3),  da  G  nicht  =0  ist:  «"  =  0,  /3"  =  0,  f=i\ 
woraus  y"^  =  1  also  y  =  /  =  0  folgt,  es  wird  also  die  (ileichung 
des  Durchschnittes  z  =  0,  und  dies  in  die  Gleichung  der  Fläche 
eingesetzt,  giebt:  2  Dx  -\-  2Ey'  =  0,  was  die  Gleichung  einer 
Geraden  ist. 

Zusatz   2.     Als    specielleres  Beispiel   wollen   wir  kürzlich   noch 

das  zweischalige  Hyperboloid  —  —  j,  —  ^,  =  1  untersuchen,  indem 
wir  durch  den  Punkt  {l^,  rj^,  Q  desselben  Kreisschnitte  legen.     Wir 
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wählen  diesen  Punkt  zum  neuen  Anfangspunkt,  d.  h.  wir  substituiren 

^  _  ?^  _  i'  j_  ^^1^  _  ^Jhl  _  2^1^  _  n 
a^        h^         c«  "•"     ß2  -j2  gj     —  ^S 

und  haben  dadurch  die  Gleichung  auf  die  Form  gebracht,  die  wir 
oben    in    der    allgemeinen    Entwickelung    zu    Grunde    gelegt   haben. 

Offenbar  ist  -^  der  grösste  Coefficient,   denn   die  beiden  andern  sind 

negativ,  und  ist  Z;  >  c,  so  ist  — p>  —  ,?  also  entsprechen  hier- 
nach diese  drei  Coefficienten  geradezu  den  obigen  A,  B,  C.  Die 
Gleichung  YT^^B  x  +  VB  —  C  z  =  0 

wird  also  ex  Y a?  +  &^  -|-  «^  ]/&^  —  (?  =  0 

oder  in  den  ursprünglichen  Coordinaten: 

Dies  sind  also  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  den  Punkt  Ij  r]^  ^j 
gehen  und  das  Hyperboloid  in  je  einem  Kreise  schneiden. 

3.  Tangentialebene  und  Normale. 

§  33. 

Jetzt  uns  wieder  zu  allgemeineren  Untersuchungen  wendend, 
gehen  wir  zur  Tangentialebene  über.  Es  sei  die  Gleichung  einer 
Fläche  in  der  Form  F  {x,  y,  z)  =  0  gegeben.  Denken  wir  uns  auf 
dieser  Fläche  irgend  eine  Curve  gezogen,  so  können  wir  sie  ana- 
lytisch darstellen  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  von  denen 
die  eine  eben  selbst  F  =  Q  sein  könnte. 

Will  man  die  Gleichung  der  Linie  aber  durch  drei  Gleichungen, 
welche  eine  vierte  Unbekannte  jr  enthalten,  darstellen,  also  x  =  f  (f), 
y  =^  f\  (0?  -^  =  /a  (Oj  ^o  geben  diese  Gleichungen  oö,  y  und  8,  während 
t  beliebig  bleibt.  Wegen  der  Gleichung  F(x,y,z)  =  0,  welche  dann 
auch  erfüllt  werden  muss,  hat  man  also  vier  Gleichungen  zwischen 
X,  y  und  z,  was  nur  möglich  ist,  wenn  eine  davon,  also  z.  B.  die 
Gleichung  F  ==  0  eine  identische  Folge  der  übrigen  ist.  Es  muss 
also ,  wenn  man  die  Werthe  von  x  y  z  in  F  =  0  einsetzt,  diese 
Gleichung  identisch  werden. 

Zieht   man  nun  in  einem  bestimmten  Punkte  x  y  z  der  Curve, 

die   auf  der  Fläche  liegt,   die   Tangente   an  die  Curve,   so   bestehen 

für  jeden  Punkt  i,  rj  ^  dieser  Tangente  die  beiden  Gleichungen 

g  — a;  ^  rij-ji  ^  g  — g  _ 

dx  dy  dz 

dt  dt  dt 
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Setzt  man  nun  die  Werthe  der  Coordinaten  x  y  z  durch  t  aus- 
gedrückt in  die  Gleichung  F=0  ein,  so  ergiebt  sich,  wie  erwähnt, 
die  identische  Gleichung  0=0;  deshalb  muss  auch  das  Diffe- 
rential dieser  Gleichung  nach  t  ebenfalls  Null  sein,  d.  h.  man 
muss  haben 

dFdx    ■    dFdy    .    oFdz        ^ 
dx  dt  "*~  ay  d«  "■     de  dt~     ' 

was  wir  der  Kürze  halber  so  schreiben  wollen: 

Da    nun    die    Grössen    ^7  ^j  ^    proportional    sind    den    Grössen 

^  —  X,  fj  —  y,  l~  z,  und  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
Null  steht,  so  kann  man  statt  der  Differentialquotienten  in  sie  die 
Differenzen  einsetzen  und  erhält 

(I  -  X)  F'  {x)  +  (^  -  y)F'  (y)  -f  (t  -  z)  F'  {z)  =  0. 

Diese  Gleichung  findet  also  statt  zwischen  einem  Punkte  x  y  z 
irgend  einer  Curve,  die  auf  der  Fläche  F  ^=  0  liegt,  und  zwischen 
dem  Punkte  ^  rj  ^  der  Tangente  im  Punkte  x  y  z  der  Curve.  Es  ist 
nun  merkwürdigerweise  in  dieser  Gleichung  zwar  der  Punkt  sey  z, 
sowie  der  Punkt  ^  rj  ^  enthalten,  aber  keine  Spur  von  der  speciellen 
Curve,  welche  auf  der  Fläche  gezogen  worden  ist.  Zieht  man  daher 
jetzt  durch  denselben  Punkt  x  y  z  nicht  eine  Curve  auf  der  Fläche, 
sondern  unzählig  viele  Curven,  und  an  alle  diese  Curven  die  Tan- 
genten im  Punkte  x  y  z,  so  werden  alle  Punkte  aller  dieser  Tan- 
genten der  obigen  Gleichung  genügen ,  und  da  man  x  y  z  als  Con- 
stante,  den  Punkt  i  rj  t  der  Tangente  irgend  einer  dieser  Curven  als 
veränderliche,  d.  h.  ^rj  ^  als  laufende  Coordinaten  anzusehen  hat,  so 
ist  die  gefundene  Gleichung  die  einer  Ebene.  Wir  haben  somit  durch 
diese  Entwickelung  gefunden  und  bewiesen  den 

Lehrsatz:  Zieht  man  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  alle  mög- 
lichen Curven  und  alle  Tangenten  an  diese  Curven,  so  liegen  alle 
diese  Tangenten  in  einer  Ebene;  oder,  anders  ausgedrückt:  Der 
Ort  der  Tangenten  aller  Curven,  welche  man  durch  einen 
Punkt  einer  Fläche  ziehen  kann,  ist  eine  Ebene,  und  ihre 
Gleichung 

(5  -  x)  F'  (x)  +  iv-y)  F'  (y)  +  (t  -  ^)  F'  (^)  =  0. 

Erklärung.  Man  nennt  diese  Ebene  die  Tangentialebene  der 
Fläche  im  Punkte  xy  z. 
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§  34. 
Anmerjcung  1.  Dies  ist  ganz  streng  festzuhalten,  dass  die 
Tangentialebene  nichts  weiter  ist  als  der  Ort  dieser  Tangenten,  und 
nicht  geradezu  diejenige  Ebene,  welche  die  Fläche  im  gegebenen 
Punkte  berührt.  Es  kann  nämlich  die  Tangentialebene  eines  Punktes 
einer  Fläche  dieselbe  in  diesem  Punkte  eben  so  gut  schneiden  als 
nicht  schneiden,  d.  h.  denkt  man  sich  durch  einen  Punkt  einer  Fläche 
sämmtliche  Tangenten  gezogen,  so  kann  die  Ebene,  in  welcher  alle 
diese  Tangenten  liegen,  die  Fläche  ganz  auf  der  einen,  oder  z.  Th. 
auf  der  einen,  z.  Th.  auf  der  andern  Seite  liegen  haben.  Von  der 
*"iB.  13.  ersten    Art  bietet  die   Kugel   in   allen 

Punkten  ein  Beispiel.  Ein  Beispiel 
zu  der  zweiten  Art  findet  man  leicht, 
wenn  man  sich  einen  Bogen  ah  um 
eine  Axe  rotirend  denkt,  Fig.  13, 
welcher  er  die  erhabene  Seite  zukehrt. 
Construirt  man  in  einem  Punkte  c 
der  entstehenden  Fläche  die  Tan- 
gente an  die  erzeugende  Curve,  und 
die  Tangente  an  den  von  c  be- 
schriebenen Kreis,  so  ist  die  Ebene  dieser  beiden  Tangenten  die 
Tangentialebene.  Ein  Theil  der  erzeugten  Fläche  liegt,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  diesseits,  ein  andrer  jenseits  dieser  Ebene. 

Anmerkung  2.  Es  kann  übrigens  auch  vorkommen,  dass  eine 
Tangentialebene    gar    nicht    existirt.     Dies    geschieht   in    dem   Falle, 

dass  für  den  betreffenden  Punkt  der  Fläche  gleichzeitig  -ö— ,  -ö— ,  -ö— 

verschwinden.  Dann  wird  die  Gleichung  durch  jeden  Werth  von  |  ■?;  ^ 
identisch  erfüllt,  drückt  also  gar  nichts  mehr-  aus.  Ein  solcher  Fall 
ist  z.  B.  an  der  Spitze  des  Kegels,  wo  die  Tangenten  keine  Ebene 
mehr  bilden. 

§.  35. 

Folgerung  1.  Wenn  eine  Gerade  ganz  auf  einer  Fläche  liegt, 
so  wird  in  jedem  Punkte  dieser  Geraden  die  Tangentenebene  zugleich 
die  Gerade  enthalten.  Dies  ist  evident,  da  die  Gerade  ihre  eigene 
Tangente  ist. 

Folgerung  2.  Wenn  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  zwei 
Gerade  gehen,  welche  ganz  in  der  Fläche  liegen,  so  muss  die  Ebene, 
welche  durch  beide  geht,  zugleich  die  Tangentialebene  sein:  immer 
vorausgesetzt,  dass  die  Punkte,  um  welche  es  sich  hier  handelt,  nicht 
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solche  Ausnahmspunkte  sincl^  in  welchen  überhaupt  gar  keine  Tan- 
gentialebene existirt. 

Anmerkung.  Bei  den  geradlinigen  Flächen,  d.  h.  bei  den- 
jenigen, welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  entstanden  sind, 
gilt  entweder  für  alle  Punkte  einer  ihrer  Geraden  dieselbe  Tangen- 
tialebene, z.  B.  beim  Cylinder  und  Kegel,  oder  die  Tangentialebene 
ändert  sich  von  Punkt  zu  Punkt. 

Zusatz.     Wird  die  Gliederung-  einer  Fläche   in  aufgelöster  Form 

dargestellt:  z  —  f{x,y)  ==  0,  so  ist  0—  =  —  0^,  was  man  mit  —p 
zu    bezeichnen    gewohnt    ist,    so    wie  0 —  =  —  -J-  mit  —  q\   endlich 

Q  TT 

wird  ö —  in    diesem    Falle  =  1.      Unter   dieser   Voraussetzung   wird 

dz  ° 

also  die  Gleichung  der  Tangentialebene  folgende  Gestalt  annehmen: 

t  —  ^  =i>  (I  —  a;)  +  g  (^  —  y). 

Offenbar  kann  man  aus   dieser  Form   die  obige  wieder  ableiten. 

Aus  der  Gleichung  F  {x,  y,  s)  =  0  folgt  nämlich,    wenn   man  y  als 

constant  und  0  nur  als  Function  von  x  ansieht: 

dF        dFdz     .      dF    ,    BF            ^       ,..,,.,    dF    .    dF  ^ 

5 —  ==--5—  -j-  oder  ^ h  ^5—  p  =  0  und  ähnlich  -^ h  -5—  q  =  ö, 

ox         dz  dx  ox     '     d z  ■'■  oy     *    o z  ^       ■ 

woraus  also  (mit  abgekürzter  Bezeichnung)  hervorgeht: 

_F^)  ^__rjy) 

^  F'(z)  '  ^  F'(z)' 

Setzen  wir  dies  in  die  soeben  aufgestellte  Gleichung  ein,  so  ver- 
wandelt sie  sich  in  die  ursprüngliche 

il  -  x)  r  (x)  +  (7?  -  ?/)  F'  (y)  +  (e  -  ^)  F'  {0)  =  0. 

Bemerkung.  Beide  Formen  der  für  die  Tangentialebenen  auf- 
gestellten Gleichung  sind  allgemein  richtig,  die  Coordinaten  mögen 
rechtwinklige  oder  schiefwinklige  sein.  Für  das  Folgende  würde  die 
Annahme  schiefwinkliger  Coordinaten  eine  Abweichung  bedingen. 
Wir  setzen  daher  von  jetzt  ab  rechtwinklige  Coordinaten  voraus. 

Zusatz.     Man    nennt   Normale    einer  Fläche   die    Gerade,    die 
auf  der  Tangentialebene  normal  steht.     Daraus  folgt,  dass  am  Punkte 
xy0  einer  Fläche  die  Gleichungen  der  Normale  folgende  sind: 
g  —  a?  n  —  y  t—^ 

F'ix)         "F'iy)  F'{z)' 

Sind  A  ft  V  die  Winkel  der  Normale  mit  den  Axen,  so  ist 

cos  A  ==  MF\x),   cos  fi  =  MF\y),    cos  v  =  MF\z), 

^-^{F'{x)Y+{r{y)Y-\-(F'{z)f. 
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Ist  die  Gleichung  der  Fläche  unter  «der  Form  gegeben, 

z  =  f{x,  y)  so  ist  JP  ==  ^  —  f,  F'{x)  = 


IL 

d  X  ■ 


r{y)  =  -'^,  J"(^)  =  i 


§.  36. 
Bei  den  algebraischen  Flächen  lässt  sich  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene sehr  vereinfachen,  und  soll  dies  hier  gleich  allgemein 
gezeigt  werden.  Zunächst  bilden  wir  jedoch  erst  die  Gleichung  dieser 
Ebene  für  eine  Fläche  2*®"  Grades,  die  einen  Mittelpunkt  hat.  Die 
Gleichung  einer  solchen  Fläche  nimmt  bekanntlich  immer  die  Form  an: 

^^  +  ^9^2+6'^  =1. 

■  ^S      Es  ist  dann  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 
(I  ~  x)  2ÄX  +  {n-y)  ^By  +  (^  -  ^)  2Cz  =  0, 
oder   da  für  den   Punkt  xyz  die  Gleichung  Ax^  -\-  By^  +  Cz^  =  1 
besteht:  Äx^  -\-  Byri  -j-  Czt,  —  1  =  0,  eine  der  Gleichung  der  vor- 
gelegten Fläche  sehr  conforme  Gestalt. 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  lässt  sich  bei  allen  Tangen- 
tialebenen algebraischer  Flächen  machen.  Es  sei  F  ix,  y,  z)  =  0  die 
Gleichung  einer  Fläche  des  w*®"  Grades,  in  d§r  alle  Nenner  und 
Wurzelgrössen,  welche  die  Coordinaten  enthalten,  weggeschafft  zu  denken 
sind.  Dann  besteht  die  Gleichung  F  =  0  aus  einer  Reihe  von  Glie- 
dern, von  denen  die  höchsten  von  der  n^^^  Dimension  sind;  auf  diese 
kommen  Glieder  von  der  n — 1*®"  Dimension,  u.  s.  w.  Jede  Gruppe 
von  solchen  Gliedern,  wenn  wir  sie  nach  den  Dimensionen  ein- 
theilen,  ist  homogen,  d.  h.  in  jeder  Gruppe  ist  die  Summe  der 
Exponenten  der  Coordinaten  constant.  Ueber  solche  homogene 
Functionen  existirt  nun  folgender  Satz: 

Lemma.  Wenn  U„i  eine  homogene  Function  des  w^*""  Grades 
von  den  drei  Variabein  xyz  bedeutet,  so  hat  man  folgende  Gleichung: 

dUm     ,  d  Um     ,  dUm  tt 

0 X     ^   ^      d y     *  OS 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen:  Um  wird  bestehen  aus  einer 
Summe  von  Gliedern  von  folgender  Art:  x"  •  y^  -z"^,  worin  a-\-ß-\-'y  =  '>H 
ist.  Differentiirt  man  ein  solches  Glied  nach  x  und  multiplicirt  es 
alsdann  mit  x,  so  erhält  man  a  •  x"~^  •  y^  •  z^  -x  oder  a  •  x-  y?  •  z'>'.  Be- 
handelt man   das   Glied  ebenso   in   Bezug  auf  y  und  dann   in  Bezug 
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auf  z,  so  erhält  man  resp.  ß  ■  x''  •  y^  •  ,?>'  und  y-x''  •  tf  •  z\.    Addirt  man 
diese  drei  Ausdrücke,  so  erhält  man 

(a  +  /3  4-  7)  X''  •.  t/  ■  sY  oder  m-x"-  y!^  •  ^)'; 
und  so  mit  jedem  Gliede,  woraus   Um  besteht. 

Es  habe  nun  die  vorgelegte  Function  F(x,  y,  s)  die  Form 

Un   +    ün-l  +     Un-2-{- 4"    U,  +    U^, 

so  dass  diese  Summe  (in  welcher  r/^  eine  Constante  bedeutet)  gleich 
Null  ist;  dann  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 


oder  nach  dem  Lemma 

^    dx  ^^'    dy   ^  ^     dz 


=  n-U„  +  n~l'  Un-i-{-n-2-Un-2  +  .....-\-2U,  +  L\, 
woraus   wir  noch  die  Glieder   der  höchsten  Dimension,  nämlich   ü„, 

mittelst  der  Gleichung  ?7„  =  —  (?/„_  i  -f  f/„  _  ^  -|- -f-  U^)  eliminiren 

können,  so  dass  hiernach   endlich   die  Gleichung  der  Tangentialebene 

für  algebraische  Curven  wird: 

I  •  F'  (x)  +  r/ . F'  (y)  +  ^  F'  (z)  +  Z7„_i  +  2  Un-2  +  3^«-3 

+ +  w— lC/"i  +  w£/o=l- 

Aus  dieser  Form  der  Gleichung  wollen  wir  zunächst  noch  einen 
Schluss  ziehen. 

Denken  wir  uns,  es  sei  ein  Funkt  ausserhalb  der  Fläche  gegeben, 
so  ist,  wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  von  ihm  aus  an  die  Fläche 
mehrere  Tangentialebenen  oder  eine  wenigstens  zu  legen,  die  unbe- 
kannte Grösse  dieser  Aufgabe  der  Berührungspunkt,  von  dem  wir 
jedoch  wissen,  dass  er  ein  Punkt  der  Fläche  ist,  und  also,  wenn  wir 
ihn  mit  x  y  z  bezeichnen,  der  gegebenen  Gleichung  F(x,  y,  z)  =  0 
genügen  muss,  so  wie,  wenn  wir  den  gegebenen  Punkt  ausserhalb 
der  Fläche  mit  ^rj  ^  bezeichnen,  der  Gleichung  der  Tangentialebene 
dieses  Punktes,  die  wir  hier  in  der  zuletzt  aufgestellten  Form  an- 
wenden wollen.  Wir  haben  also  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
x,y,z  zwei  Gleichungen,  vom  n*"'  resp.  n—V^^  Grade,  von  denen 
wir  uns  die  letztere  ebenfalls  als  Gleichung  einer  Fläche  denken 
können,  die  Vereinigung  beider  aber  giebt  eine  Curve.  Also:  Von. 
einem  Punkte  lassen  sich   an   eine  Fläche  w**°  Grades  unendlich  viel 
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Berührungsebeneu  legen.  Die  Berührungspunkte  liegen  dann  auf 
einer  Fläche  w— 1*®"  Grades.  Alle  diese  Ebenen  hüllen  einen  Kegel 
ein,  welchen  man  Berührungskegel  nennt.  Sämmtliche  Kanten  des- 
selben berühren  die  Fläche  F  =  0,  d.  h.  er  ist  der  Fläche  umgeschrie- 
ben.    Dies  giebt  folgenden  Satz : 

Wenn  man  von  einem  Punkte  ^tj^  einen  Berührungs- 
kegel an  eine  Fläche  des  w*^"  Grades  legt,  so  liegt  die  Be- 
rührungscurve  auf  einer  Fläche  des  n — 1*®°  Grades.; 

Hiervon  ist  ein  specieller  Fall:  die  Curve,  in  welcher  der 
Berührungskegel  einer  Fläche  zweiten  Grades  dieselbe  berührt,  ist 
eine  ebene,  ein  bekannter,  sehr  wichtiger  Satz  aus  der  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades.  Er  folgt  einfach  daraus,  dass  n  =  2,  also 
die  Fläche  vom  n  —  l*''''  Grade  eine  Ebene  ist.  Für  die  Flächen 
dritten  Grades  findet  man:  Legt  man  von  einem  Punkte  an  eine 
Fläche  dritten  Grades  einen  Berührungskegel,  so  wird  die  Berührungs- 
curve  eine  Curve  doppelter  Krümmung,  doch  so,  dass  sich  durch  die- 
selbe jedesmal  eine  Fläche  zweiten  Grades  legen  lässt,-es  ist  nämlich 
n  —  1  =  2:  sie  ist  also  der  Durchschnitt  der  gegebenen  Fläche  und 
einer  gewissen  Fläche  zweiten  Grades. 

Man  kann  jedoch  der  Gleichung  der  Tangentialebene  noch  eine 
andere  Form  geben,  in  welcher  sie  vollkommen  symmetrisch  ist. 
Die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  F{x,y,z)  =  0  besteht  zwar 
aus  homogenen  Gruppen,  ist  selbst  aber  nicht  homogen  in  Bezug 
auf  xyz.  Wir  können  sie  aber  homogen  machen,  wenn  wir  eine 
vierte  Grösse  w  einführen,  deren  Zahlenwerth  ein  für  allemal  1  ist, 
und  die  nur  dazu  dienen  soll,  den  einzelnen  Gruppen  gleiche  Dimen- 
sionen zu  geben,  was  dadurch  erreicht  wird,  wenn  wir  sie  folgender- 
massen  schreiben: 

Diese  Gleichung  ist  nämlich  in  Bezug  auf  die  vier  Grössen  x,  y,  z,  w 
homogen  und  zwar  von  der  w*^"  Ordnung.  Bildet  man  nun  den  Dif- 
ferentialquotienten F' {w\  so  ist  dieser 

und  setzt  man  hierin  w  =  l,  so  sieht  man,  dass  mit  Anwendung 
dieser  Bezeichnung  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer  algebrai- 
schen Fläche  in  folgende  Gestalt  gebracht  werden  kann: 

l^-F'(x)  +  v-J'^iy)  +  e-i^'(^)  +  (o-F'{w)  =  0, 
wo  auch  0}  gleich  1  zu  setzen  ist.     (Die  Einführung  dieses  Factors 
.geschieht  nur  der  Symmetrie  wegen.) 

Um  also  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer  algebraischen 
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Fläche  symmetrisch  zu  machen,  führe  man  eine  Grösse  w  ein,  welche 
dazu  dient,  alle  Glieder  der  Gleichung  F=0  homogen  zu  machen, 
so  dass  die  Gleichung  der  Fläche  jetzt  wird  F{x,  y,  ^,  w)  =  0.  Dann 
ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 

5  •  F'(x)  + 1?  •  i^'  (^)  +  ^  F'  (^)  +  « •  F'(iv)  =  0. 

worin  man  nach  der  Aufstellung  derselben  w  und  o  gleich  1  zu 
setzen  hat. 

§  37. 

Schon  oben  wurde  erwähnt,  dass  bei  der  Tangentialebene  das 
Schneiden  der  Fläche  ebenso  gut  vorkommen  kann,  wie  das  Nicht- 
schneiden,  während  doch  die  Tangente  einer  Curve  im  Allgemeinen  die 
Curve  auf  einer  Seite  lässt,  d.  h.  sie  nicht  schneidet,  und  das  Schneiden 
hier  nur  in  speciellen  Fällen,  in  den  sogenannten  Wendepunkten  vor- 
kommt, deren  mögliche  Anzahl  noch  dazu  bei  den  algebraischen 
Curven  eine  endliche  ist.  Ehe  wir  nun  den  analytischen  Grund  davon 
aufsuchen,  warum,  was  bei  den  Curven  Ausnahme  ist,  bei  den  Flächen 
nicht  mehr  als  Ausnahme  angesehen  werden  kann,  lösen  wir,  um 
über  dieses  Schneiden  der  Tangentialebene  eine  präcise  Vorstellung 
zu  bekommen,  folgende  specielle 

Aufgabe:  In  welchem  Falle  schneidet  die  Tangential- 
ebene einer  Fläche  zweiten  Grades  diese  Fläche?  Wir 
lassen  hierbei  die  Cylinder,  sowie  den  Kegel  bei  Seite  oder  erwähnen 
sie  nur,  wo  sie  sich  als  specieller  Fall  darbieten.  Wir  führen  auch 
die  Discussion  nur  für  die  Flächen  mit  einem  Mittelpunkt  durch, 
weil  die  Untersuchung  der  beiden  Paraboloide  dieser  ganz  analog  ist. 

Für  die  Fläche  (1) Ä^^  -{-  Byj'' -^  Ct^  =  1  bilden  wir  also 

in  dem  speciellen  Punkte  xys  die  Tangentialebene: 

(2)  Alx-\-Briy-^Ctz=\', 

dann  fragt  es  sich:  schneidet  sie  die  gegebene  Fläche;  d.  h.  giebt 
es  Werthe  der  Coordinaten  (ausser  den  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes), die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  gemeinschaftlich  sind? 
Da  der  Berührungspunkt  beiden  Flächen  gemeinschaftlich  ist,  müssen 
seine  Coordinaten  sowohl  die  Gleichung  der  Fläche  als  die  der  Ebene 
erfüllen,  und  in  der  That  ergiebt  sich,  wenn  man  i,rit,  bezüglich  mit 
xy  z  identificirt  aus  beiden  Gleichungen: 

(3)  Ax'-{-By^-\-Cz^  =  l, 

welches  ja  die  Bedingung  ist,  dass  der  Punkt  auf  der  gegebenen 
Fläche  liegt.  Um  andere  Werthe  von  x,  y,  z  aus  den  Gleichungen  (1) 
(2)  (3)  zu  finden,  bilden  wir  uns  folgende  Combinationen  dieser 
Gleichungen:  (1)  +  (3)  —    %  ■  (2)  ^,  (2)  —  (3)  und  erhalten  dadurch 
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(4)  A{^-xy-\-B{yi-  yf  +  C  (^  -  ^)^  =  0 
und 

(5)  Äx  {^  ~  x)  -{-  By  {fj  -  y)  +  Cs  it  -  z)  =  0. 

Diese  beiden  letzten  Gleichungen  ersetzen  vollständig  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2),  d.  h.  man  kann  aus  ihnen,  natürlich  mit  Hilfe 
von  (3),  die  beiden  ersten  Gleichungen  wieder  herleiten.  Wir 
suchen  also  Werthe  von  ^  rj  ^,  welche  den  beiden  Gleichungen  (4) 
und  (5)  zugleich  genügen.  In  Bezug  darauf  sieht  man  auf  der 
Stelle,  dass  solche  Werthe  (ausser  den  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes) gar  nicht  existiren  können,  sobald  A,  B,  C  alle  drei 
gleiches  Zeichen  haben,  weil  die  Gleichung  (4)  dadurch  unmöglich 
würde,  d.  h. 

Das  Ellipsoid  hat  mit  seiner  Tangentialebene  nur  den 
Punkt  ^  ==  X,  rj  =  y,  1  =  z  gemein. 

Behufs  der  weitern  Untersuchung  setzen  wir  der  Einfachheit 
halber  für  den  Augenblick  die  beiden  Quotienten 

|^^  =  Aund|^^  =  f., 

mit  welcher  Bezeichnung   sich  die  beiden  Gleichungen   (4)   und  (5) 

so  schreiben  lassen: 

(4*)        Ak^  -\-Bi»:'-\-C  =  0   und   (5*)        AxX -{-  By^  +  Cz  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man  A  und  ^  finden. 
Es  folgt 

B{Ax'-\-  By^}  ii'  +  2 BCy^^i  -\- C  {Ax- -j-  CV}  =  0, 
A  giebt  dann  die  Gleichung  (5*).    Zu  jedem  jtt  gehört  also  nur  ein  A. 
Es  handelt  sich  nun  bloss  um  die  reellen  Werthe  von  X  und  (i.     Die 
Realität    der    beiden    Wurzeln    für   (i    hängt    ab    von    dem    Zeichen 
folgenden  Ausdrucks: 

(BCyzy  —  BC  { Ax^  -^Cz^W  Ax"  +  Bif] 
oder 

-  BCAx'{Ax^  +  J5^2  j^Cz"), 

also  von    dem    Zeichen    des  Products   —  ABC.     Ist   nämlich    dieses 

Product    "  0,  oder  ist  ABC    -=  0,  so  ergeben  sich  für  ^  zwei  reelle, 

resp.  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln. 

Ist  1)  ABC  <  0,  d.  h.  negativ,  so  muss,  da  nicht  alle  drei 
Coefficienten  A,  B,  C  gleiches  Zeichen  haben  können,  einer  der  drei 
Coefficienten  negativ,  die  beiden  andern  positiv  sein;  d.  h.  die  Fläche 
ist  ein  einflächiges  Hyperboloid.     Die  beiden  reellen  Wurzeln  von  (i 
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seien  ^'  und  fi",  die  zagehörigen  Werthe  von  A  bezüglich  A'  und  A": 
dann  hat  man  die  beiden  Proportionen: 

I  —  a; :  7?  —  ^  :  ^  —  .0  =  A':  ft':  1;     ^  —  x  :  rj  —  y:  ^  —  z  =  A":  jit":  1; 

dieselben  stellen  zwei  gerade  Linien  vor,  also: 

Mit  einem  einflächigen  Hyperboloid  hat  die  Tangen- 
tialebene zwei  Gerade  gemein. 

Ist  2)  ABC  =  0,  was  nur  dadurch  möglich  ist,  dass  wenigstens 
eine  der  drei  Grössen  Ä,  B,C=0  ist,  so  finden  wir  ebenso:  Mit 
einem  Cylinder  hat  die  Tangentialebene  ein  System  zweier 
sich  deckenden  Geraden  gemein. 

Ist  endlich  3)  ABC^  0  oder  positiv,  so  haben  A  und  fi  keine 
reellen  Werthe,  und  wir  finden:  Mit  dem  Ellipsoide  und  mit  dem 
zweiflächigen  Hyperboloide  hat  die  Tangentialebene  nur 
den  Berührungspunkt  gemein. 

Zusatz.  Mit  einem  elliptischen  Paraboloid  hat  die  Tangential- 
ebene ausser  dem  Berührungspunkt  keinen  Punkt  gemein;  dagegen 
findet  bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  wiederum  ein  Schneiden  statt. 

§  38. 

Um  nun  das  allgemeine  Kriterium  zu  finden,  wann  eine  Tan- 
gentialebene die  Fläche  schneidet,  ist  noch  folgende  Betrachtung  nöthig. 

Lemma:  Ein  homogener  Ausdruck  zweiter  Ordnung  mit  einer 
Variabein  also,  a-u'',  hat,  wenn  a  nicht  Null  ist,  immer  dasselbe  Zeichen, 
nämlich  das  Zeichen  von  a,  welchen  realen  Werth  man  auch  dem  n 
beilegen  mag.  Ein  Ausdruck  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Variabein 
dagegen,  aii^  -{-  2buv  -{-  cv^,  hat  nicht  immer  dasselbe  Zeichen:  es 
kann  vorkommen,  dass  er  entweder  stets  dasselbe  Zeichen  beibehält  und 
dann  muss  er  dasselbe  Zeichen  haben  wie  a  (denn  man  kann  v  =  0 
setzen),  oder  es  kann  vorkommen,  dass  er  bald  positiv,  bald  negativ 
ist.  Wir  wollen  untersuchen,  in  welchem  Falle  er  das  eine  thut,  in 
welchem  das  andre.  Die  erste  specielle  Bedingung  sei  wiederum, 
dass  a  wesentlich  von  Null  verschieden  ist.  Dann  können  wir 
den  vorgelegten  Ausdruck  so  schreiben 

-ia^'u'  -f  2ahttv  +  acv^}  oder  ^{{au-{-  hvf  +  {ac  -  h^Y). 

Zwei  Fälle  erledigen  sich  sehr  leicht.  Ist  nämhch  ac  —  6^  >  0, 
so  hat  offenbar  der  Ausdruck  beständig  dasselbe  Zeichen  und  zwar 
das  Zeichen  von  a.  Ebenso  verhält  es  sich  auch,  wenn  ac  —  h^ 
=  0  ist.  Ist  dagegen  drittens  ac  —  b^<0,  so  kann  der  Ausdruck 
bald    positiv,   bald  negativ  sein.     Denn  setzen   wir  in  diesem  Falle 
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ac  —  &^  =  —  t?^  und  schreiben  au  -{-  hv  =  w,  dann  lässt  sich  der 
Ausdruck 

-  { iv^  —  ifv^  \ 

a  ^  ' 

in  Factoren  zerlegen  —  {w  -}-  d  •  v}  [iv  —  ä  •  v],  und  man  kann  offen- 
bar dem  w  und  v  solche  Werthe  beilegen,  dass  das  genannte  Product 
positiv  ist,  und  solche,  dass  es  negativ  ist.  Da  nämlich  v  und  w 
immer  als  positiv  betrachtet  werden  können,  so  ist  das  Product 
positiv.   Null    oder   negativ,   je    nachdem  v  kleiner  als,    gleich  oder 

grösser  als  -^  ist.     Ist  also   ac  —  h^  negativ,    so   wird  das  Zeichen 

unseres  Ausdruckes  nicht  dasselbe  bleiben,  wenn  u  und  v  alle  reellen 
Werthe  durchlaufen.  —  Ist  ferner  a  =  0,  aber  &  nicht  gleich  Null, 
so  kann  man  den  Ausdruck  2  huv  -\-  cv^  oder  v  { 2  hu  -{-  cv  ]  positiv 
oder  negativ  machen  wie  man  will.  Ist  endlich  a  ==  0  und  &  ==  0, 
so   haben   wir  den  Ausdruck  cv^,   der  immer  das  Zeichen  von  c  hat. 

§  39. 

Nach  diesen  Erörterungen  sind  wir  nun  im  Stande,  das  Krite- 
rium allgemein  anzugeben,  wann  die  Tangentialebene  ihre  Fläche 
schneidet,  wann  nicht.  Man  denke  sich  einen  Punkt  der  Fläche  xyz, 
und  in  ihm  die  Tangentialebene.  Wir  fällen  die  ^-Coordinate  des 
Punktes,  deren  Fusspunkt  somit  die  Coordinaten  x,  y  haben  wird. 
Ein  Punkt  der  :r^- Ebene  in  der  Nähe  dieses  Fusspunktes  möge  die 
Coordinaten  haben  x  -\-  h^  y  -\-  li.  In  diesem  letzteren  Punkte  denke 
man  sich  eine  Gerade  normal  errichtet,  welche  sowohl  die  Fläche  als 
die  Tangentialebene  des  ersten  Punktes  trifft.  Es  können  nun  zwei 
Fälle  eintreten.  Diese  Gerade  trifft  zuerst  die  Fläche  und  dann  die 
Tangentialebene  —  oder  umgekehrt.  Verfährt  man  so  nicht  bloss 
mit  dem  Punkt  {x  -\-  h,  y  -\-  h),  sondern  mit  allen  Punkten  der 
ici/- Ebene,  welche  im  unmittelbaren  Umkreise  des  Fusspunktes  von 
S  liegen,  so  werden  sich  folgende  zwei  Fälle  unterscheiden  lassen: 
entweder  treffen  alle  jene  Geraden  zuerst  die  Fläche  oder  zuerst  die 
Tangentialebene  —  oder  einige  treffen  zuerst  die  Fläche,  die  übrigen 
zuerst  die  Tangentialebene.  Im  ersten  Falle  liegt  offenbar  die  Fläche 
ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangentialebene  —  im  andern  theils 
auf  der  einen,  theils  auf  der  andern  Seitej  oder:  im  ersten  Falle 
schneidet  die  Tangentialebene  die  Fläche  nicht,  —  im  zweiten 
schneidet  sie  sie. 

Um  dies  analytisch  festzusetzen,  nehmen  wir  au,  dass  die  Gerade 
aus    dem  Punkte  {x  -{■  h,  y  -^  li)   normal  errichtet  die  Tangential- 
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ebene  in  der  Höhe  Z^,  die  Fläche  aber  in  der  Höhe  Z  trifft.  Lässt 
man  nun  die  Grössen  h  und  /.;  sich  ändern,  wobei  sie  aber  immer 
als  sehr  klein  vorausgesetzt  werden,  so  erhält  man  die  Punkte  im 
Umkreise  des  Fusspunktes  von  s,  und  der  oben  als  erster  bezeich- 
nete Fall  wird  sich  dadurch  bestimmen,  dass  für  alle  diese  Punkte 
Z  kleiner  ist  als  Z^,  oder  für  alle  Punkte  Z  grösser  als  Z^,  dass 
mit  einem  Worte  für  alle  diese  Punkte  die  Differenz  Z  —  Z^  immer 
dasselbe  Zeichen  behält.  Im  zweiten  Falle  dagegen,  wo  die  Fläche 
von  der  Tangentialebene  geschnitten  wird,  so  dass  sie  das  eine  Mal 
über,  das  andre  Mal  unter  derselben  ist,  ist  das  Z^  der  Tangential- 
ebene das  eine  Mal  grösser,  das  andre  Mal  kleiner  als  das  Z  der 
Fläche,  das  heisst  das  Vorzeichen  der  Differenz  Z  —  Z^  ist  nicht  für 
alle  jene  Punkte  in  der  a;^-Ebene  dasselbe. 

Hiernach  nun  reducirt  sich  unsere  Untersuchung  auf  Folgendes: 
Bezeichnet  xys  den  Punkt,  in  welchem  man  die  Tangentialebene 
construirt  hat,  so  berechne  man  die  ^-Coordinate  der  Tangentialebene 
sowohl  als  die  der  Fläche,  welche  demselben  x  -\-  h ,  y  -\-  h  ent- 
sprechen. Wenn  dann  die  Differenz  dieser  beiden  ^-Coordinaten  ftlr 
alle  Werthe  von  h  und  h ,  die  wir  immer  als  sehr  klein  anzunehmen 
haben,  das  Zeichen  nicht  wechselt,  so  findet  kein  Schneiden  statt. 
Wenn  aber  die  Differenz  der  s  das  Zeichen  wechseln  kann,  so  findet 
ein  Schneiden  statt. 

Wir  wollen  zunächst  die  analoge  Untersuchung  für  ebene  Curven 
und  deren  Tangenten  anstellen.  Dann  sind  die  Betrachtungen  folgende: 
Man  berechne  die  ?/-Coordinaten  für  den  Werth  x  +  /'  sowohl  bei 
der  Curve  als  bei  der  Taugente.  Die  Gleichung  der  Tangente  ist  be- 
kanntlich, wenn  x,  y  den  Berührungspunkt  und  |,    r]   die  laufenden 

Coordinaten  bedeuten:  vi  —  y  = -£^{1  —  x).     Setzen  wir  |  =  a;  +  /i, 

so  bekommen  wir  Y,=y-\-h-J^-,.  Berechnet  man  ebenso  das  Y 
der  Curve,  d,  h.  den  Werth  von  F  (x)  für  x  gleich  x  -\-  h,  so  erhält 
man  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz: 

Nimmt  man  jetzt  den  Unterschied  dieser  beiden  Ordinaten  Y  —  Y^, 
so  ist  er  offenbar  eine  Reihe,  welche  mit  ^  ^  •  h^  anfangt,  und  da  h 
jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  annehmen  kann,  so  kann  man 
es  nach  einem  bekannten  Satze  so  klein  bestimmen,  dass  das  Vor- 
zeichen dieses  Gliedes  das  Vorzeichen  der  ganzen  Reihe  darstellt. 
Nach  dem  Lemma  des  vorigen  Paragraphen   wechselt   aber  für  alle 
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reellen  Werthe  von  h  das  Glied  —  ^j-^  •  h^  sein  Zeichen  nicht;  d.  h.  bei 

den  ebenen  Curven  liegt  die  Tangente  immer  auf  der  einen  Seite  der 

Curve.  —  Ausgenommen  ist  hiervon  nur  der  Fall,  dass  y-|  =  0  ist, 

d.    h.    der    Fall,    dass    ein   Wendepunkt    der    Berührungspunkt   wird. 

Alsdann  wird  erst  das  Glied  -  -7-4  '^^  bestimmend  für  das  Vorzeichen, 

und  dieses  Glied  wechselt  ;ein  Vorzeichen  für  verschiedene  Werthe 
von  h:  bei  diesen  Punkten  einer  Curve  also  schneidet  die  Tangente 
die  Curve. 

Eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  machen  wir  nun  für  die  Fläche. 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  x  7j  s:  lässt  sich  nach 
§  35  so  schreiben:  ^  —  ^  =  P  Ü  —  ^)  -\-  Ü  (v  —  V^-  Folglich  wird 
die  ^-Coordinate  dieser  Ebene  für  die  Abscissen  x  -\-  Ji ,  y  -\-  h  fol- 
gende: Zi  =  z  -\-  p  •  h  -\-  g[  '  li.  Das  entsprechende  z  der  Fläche, 
oder  if,  findet  man,  wenn  man  in  die  Function  f  {x^  y)  einsetzt 
X  -\-  h  statt  X  und  y  -\-  Ic  statt  y.  Man  bekommt  alsdann  nach  dem 
TRylor'schen  Lehrsatze  für  zwei  Variabein  folgende  Gleichung: 

Z=z-{-{p-h-\-(i-'k)  +  \  (rh^  +  2shk  +  th')  + , 


wenn  wir  uns  der  bekannten  Euler'schen  Bezeichnungsart  partieller 
Differentialquotienten  einer  Function  zweier  Veränderlichen  bedienen. 
Bilden  wir  nun  wieder  die  Differenz  Z  —  Z^,  so   erhalten  wir  dafür 

eine  Reihe,   welche  beginnt  mit  —  (r/i'^  -}-  2sÄZ;  -f-  ^'^O;  einem  Gliede, 

welches  wegen  der  beliebigen  Kleinheit  von  U  und  k  in  Bezug  auf  das 
Vorzeichen  bestimmend  wird  für  die  ganze  Reihe,  deren  nachfolgende 
Glieder  in  Beziehung  auf  h  und  Z;  von  der  dritten  und  höheren  Ord- 
nungen sind.  Nach  dem  Lemma  des  vorigen  Paragraphen  ändert  nun 
dieses  Glied  sein  Zeichen,  sobald  rt  —  s^  negativ  ist;  ist  jedoch  rt  —  s^ 
positiv  oder  Null,  so  kann  der  Ausdruck  im  Allgemeinen  nicht  seine 
Vorzeichen  ändern.  Nur  wenn  r,  s,  t  einzeln  gleich  Null  sind,  gehört 
der  Fall  unter  die  erste  Kategorie:  da  alsdann  das  Glied,  welches  die 
zweiten  Dimensionen  von  U  und  h  enthält,  gänzlich  verschwindet,  so 
wird  das  folgende  von  der  dritten  Dimension  das  Vorzeichen  be- 
stimmen, und  dieses  Glied  ändert  allerdings  seift  Vorzeichen  für  ver- 
schiedene Werthe  von  h  und  h.  Diesen  Ausnahmefall  abgerechnet, 
ergiebt  sich  also  als  Resultat  unserer  Untersuchung: 

Die  Fläche  z  ==  f  {x,  y)  wird    von  der  Tangentialebene 

berührt    oder    geschnitten,    je    nachdem    o-iä  *  ä~8  —  [p ä~) 


;)( 


grösser    als    Null    ist    oder    kleiner.      Der    Grenzfall,    dass 
diese  Differenz  gleich  Null  ist,  gehört  zum  ersten. 

Anmerkung.  Diese  Untersuchung  bietet  viel  Analoges  mit 
der  über  Maxima  und  Minima,  und  in  der  That  giebt  es  eine  Wen- 
dung, um  jene  auf  diese  zurückzuführen.  Wenn  man  von  einer 
Function  einer  Variabein  das  Maximum  oder  Minimum  sucht,  so 
löst  man  die  Gleichung  F  (x)  =  0  und  hat  diese  Gleichung  Wurzeln, 
so  finden  im  Allgemeinen  Maxima  oder  Minima  statt:  nur  der  Fall 
ist  ausgenommen^  dass  für  einen  Wurzelwerth  gleichzeitig  1^"' (x) 
verschwindet.  Allein  bei  einer  Function  zweier  Variabein  ist  die 
Sache  ganz  anders.  Hier  hat  man  zunächst  die  beiden  Gleichungen 
fix)  =  0  und  f {y)  =  0  aufzulösen:  wenn  man  aber  auch  eine 
Lösung  dieses  Systemes  hat,  so  ist  noch  nicht  die  nothwendige  Folge 
davon,  dass  ihr  ein  Maximum  oder  Minimujn  entspricht:  vielmehr 
ist  der  Fall,  dass  kein  Maximum  oder  Minimum  für  diese  Wertbe 
eintrifft,  kein  Ausnahmefall  mehr.  —  Dass  die  Theorie  der  Tangenten 
ganz  mit  dieser  Untersuchung  zusammenfällt,  sieht  man  daraus,  dass 
man  die  Aufgabe:  in  einem  Punkte  einer  Curve  eine  Tangente  zu 
ziehen,  auch  so  stellen  kann:  durch  diesen  Funkt  eine  Abscissenaxe 
zu  legen,  so  dass  die  Ordinate  des  Punktes  ein  Minimum  wird.  Jede 
andere  Linie  durch  diesen  Punkt  gelegt  macht  zwar  auch  die  Ordinate 
des  Punktes  gleich  Null,  da  aber  die  Ordinaten  auf  der  einen  Seite 
des  Punktes  alsdann  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  denen  auf 
der  andern  Seite  haben,  so  ist  die  Ordinate  des  gegebenen  Punktes 
eben  kein  Minimum.  Hat  man  eine  Fläche,  die  ganz  und  gar  con- 
cav  ist,  wie  z.  B.  die  Kugel,  so  lässt  sich  die  Aufgabe,  eine  Tan- 
gentialebene in  einem  Punkte  dieser  Fläche  zu  legen,  ganz  ähnlich 
aussprechen,  nämlich  so:  eine  Ebene  (der  xy)  dort  so  zu  legen,  dass 
dieser  Punkt  das  kleinste  s  hat.  Bei  andern  Flächen  ist  dies  aber 
unmöglich,  nämlich  bei  denen,  wo  die  Tangentialebene  die  Fläche 
schneidet.  Gleiche  Unterscheidungen  finden  bekanntlich  bei  der 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  von  Functionen  mehrerer  Vari- 
ablen statt. 

§  40. 
Unser  Kriterium  dafür,  ob  die  Tangentialebene  ihre  Fläche 
schneidet  oder  nicht,  gilt  für  die  Form  der  Gleichung  der  Fläche 
z  =  f{x,y).  Ist  jedoch  die  Gleichung  in  der  Form  F{x,y,z)  =  0 
gegeben,  so  ändert  sich  das  Kriterium  natürlich  der  Form  nach. 
Um  dies  "neue  Kriterium  aufzustellen,  setzen  wir  folgende  Bezeich- 
nungen für  die  Differentialquotienten  der  Function  F  fest: 
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1 V  ^     7)  tf  .  7^  f  ^     7)  V  .  7)i>i 


dy  •  dz  '    dz  ■  dx  '    dx  ■  dy 

Daun  haben  wir  nur  die  Differentialquotienten  p  q  r  s  t  in  diesen 

neuen  Bezeichnungen  auszudrücken  und  die  Differenz  rt  —  s^  zu  bilden. 

Differentiiren  wir  zunächst  die  Gleichung  F  {x,  y,  z)  >=  0  partiell 

uud  X,  so  zwar,  dass  wir  z  als  Function  von  x,  und  y  als  constant 

P 
ansehen,  so  erhalten  wir  P  -{-  It  •  p  ==  0  oder  jp  =  —  ^,  und  ebenso 

finden  wir,  wenn  y  als  unabhängige  Variable,  s  als  Function  von  y 

und  X  als  constant  ansehen:  q  =^  — „. 

Differentiiren  wir  diese  beiden  Gleichungen  nochmals  in  derselben 

^^     d  i 

LB—M'F\       „  /M' R  —  Nl\ 

_  E{L-\-M'  ■p)  —  I>{M'  -{-N-p) ;^ 

oder 


Weise,  wie  vorhin  F=0,  so  finden  wir  ^    ,  d.i. 


(LB—MF\       „  /M  B  —  Nl\ 


B^  m 


Ebenso    5^,     d.  i.  t.     Man  erhält  dafür 


dy' 


tE'  =  MR^  -  2L'QR  +  NQ\ 


Endlich  findet  man  ~  =  -ß  =  s.     Dafür  hat  man  ähnlich 

cy       ex 

-  sR^  =  N'R'^  -  {M'Q  +  L'P)  R  +  NFQ. 
Bildet  man  nun  rt  —  s^,  so  findet  man  dafür 

Ri  (rt  -  s')  =  F'  (MN  —  i'2)  +  Q^  (NL  -  iVi'^)  +  R""  (LM  -  N"') 
+  2 ^/^  (If' iV^'  -  LL')  +  2RF(N'L'  -  MM')  +  2P(;>  (X'  Jf '  -  NN'). 
Die  Tangentialebene  berührt  also,  wenn  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  >Oist;  ist  sie  <  0,  so  schneidet  die 
Tangentialebene  die  Fläche. 

Man  kann  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  noch  etwas  bequemer 
fürs  Gedächtniss  schreiben.     Es  ist 
L  N'  M' 

N'  ML'     =J=:LMN—LL'^--MM"'—NN"'-i-2L'M'N', 
M'  L'  N 

also  wird 

B" .  {rt  —  s^) 

-P'-rL+^^'-m  +  i^'-U  +  ^^-U  +  ^^-ä^  +  PQ-a- 
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4.  Osculation  der  Flächen. 

§  41. 
Von  der  Berührung  der  Flächen    durch  eine  Ebene  wenden  wir 
uns  jetzt  zu  der   der  Flächen  unter  einander,  d.  h,  zu  der  Theorie 
der   Osculation   der   Flächen.      Recapituliren   wir  zunächst    das, 
was  über  die  Osculation  der  Curven  gesagt  ist. 

Man  sagt,  zwei  ebne  Curven  y==f(x),  und  y  =  (p{x),  welche 
einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  haben  in  ihm  eine  Berührung 
n^^^  Ordnung,  wenn  für  diesen  Punkt  nicht  nur  die  Coordinaten 
dieselben  sind,  sondern  auch  die  n  ersten  Differentialquotienten 

dy     fPy  d^y 

dx^  dx"  '  dx»  ' 

Für  doppelt  gekrümmte  Curven,  y==f(x)  z=f^{x),  und  y 
=  (p  {oo),  3  =  (pi  (x)  findet  diese  Berührung  w*^""  Ordnung  statt,  wenn 

^  j-,  ^-^  -T—„  u,  s.  w.  bei  ihnen  übereinstimmt,  es  gilt  dann  alles 

dx  dx'  dx^  dx^  '  ° 

Folgende  für  dieselben  ohne  Weiteres,  wenn  man  die  Functionen 
/"  und  fi,  (p  und  qp^  einzeln,  also  statt  der  Curven  ihre  Projectionen 
betrachtet. 

Der  erste  Gedanke,  der  sich  bei  dieser  Definition  darbietet,  ist 
die  Frage,'' ob  ein  solcher  Zusammenhang  zweier  Curven  nicht  etwas 
blos  Aeusserliches  ist,  ob  die  Gleichung  dieser  Differentialquotienten 
nicht  bloss  von  einer  zufälligen  Lage  der  Coordinatenaxen  abhängt? 
Dies  ist  aber  nicht  der  Fall;  sondern:  Wenn  diese  Ueberein- 
stiramung  der  Differentialquotienten  für  zwei  Curven 
in  einem  Coordinatensysteme  stattfindet,  so  findet  sie  in 
jedem  andern  Systeme  auch  statt.  Sei  nämlich  für  einen  be- 
stimmten Punkt  der  beiden  Curven,  für  welche  x  =  a  sei; 

f{x)  =  q>{x),  r(x)  =  (p'{x),  ....  f(n-^){x)  =  <pO^-^^x, 

fin)  (^^-^  ^fpn  ^^y 

Führt  man  dann  neue  Coordinaten  ein,  vermöge  der  allgemeinen 
Trausformationsformeln : 

y  =  XY-{-fiX  +  v,x  =  k'Y-{-ii'X-i-v, 

welche  sich  sowohl  auf  rechtwinklige  als  auf  schiefwinklige  Coor- 
dinaten beziehen,  dann  würde  die  Gleichung  der  ersten  Curve: 

kY  +  (iX  -{-  V  ^  f{l'  Y  -\-  ii'  X  -^  v)  =  f{x), 
aus  dieser  Gleichung  kann  man   F  berechnen,  es  möge  sich  ergeben: 

Y==F(X). 
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X 

DifFerentiiren  wir  die   vorletzte  Gleichung   nach  "x  ein-,    zwei-,   drei- 
u.  s.  w.  mal,  so  wird: 

^^+^=/^(^)r  dx+f')'^dX'^=^  (^)(^dx+-^)  +^  (■^')'^  dX- 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  successive  die  Differential- 
quotienten für  die  erste  Curve  finden.  Für  die  zweite  Curve  ergiebt 
sich  dann  eine  ähnliche  Reihe  von  Gleichungen,  die  aus  unserra 
Systeme  entstehen,  indem  man  für  ff  f"  -••  bezüglich  (p  cp'  (p", 
setzt.     Die  erste  Gleichung  dieses  Systems  heisst  also  z.  B.: 

A  r  -f  ^x  +  V  ==  9)  (A'  r  +  ^'x  -f  v')  =  9  (^) 

und  sei  der  daraus  gezogene  Werth  von   Y 

Y=0(X). 

Für   den   Punkt  nun,  wo  f{x)  =  q)  (x) ,  f  (x)  =  cp' (x) /("^(ic) 

=  qp^^^a;  ist,   ergeben   sich   dann   aus   beiden    Systemen  die    gleichen 

Werthe  für  Y  ^    '^^-  ^"^ 

vvertne  lur  1,  ^^,  ^^,  ....  ^^„. 

Dieser  Betrachtung  entzieht  sich  nur  der  Fall,  dass  die  Y-kxe 
der  durch  den  betreffenden  Punkt  gelegten  Tangente  parallel  ist, 
es  wäre  dann  nämlich  X  =  -4  die  Gleichung  der  Tangente;  da  aber 
die  allgemeine  Gleichung  derselben  die  Gestalt  hat: 

Y--B  =  F'{Ä)(X-Ä), 

wenn   Ä   und    B   die   neuen    Goordinaten    des    betrachteten    Punktes 

sind,  so  muss  "-p'-rÄy  =  0,  oder  F' (Ä)  =  00,  d.  h.  für  den  betrach- 

dY 
teten  Punkt  ^^  =  00  sein,  was  eine  Vergleichung  der  weiteren  Diffe- 

rentialquotienteu  ausschliesst. 

Also:  Wenn  für  einen  Punkt  zweier  Linien  die  Werthe 
von  s  und  dessen  sämmtlichen  partiellen  Differentialquo- 
tienten bis  zum  n^^^  übereinstimmen,  so  findet  diese  Ueber- 
einstimmung  auch  bei  anderer  Wahl  der  Goordinaten  statt. 

Anmerkung.  Für  Curven  ist  die  Richtigkeit  des  eben  bewie- 
senen Satzes  von  selbst  einleuchtend,  wenn  nämlich  zwei  Curven 
zwei  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  die  einander  unendlich  nahe 
liegen,  so  wird  der  Ditterentialquotient  in  beiden  derselbe  sein;  sind 
drei  unendlich  nahe  Punkte  beiden  Curven  gemeinschaftlich,  so  werden 
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die  beiden  ersten  Differentialquotieüten  beider  Curven  für  diesen  Punkt 
einander  gleich  sein  u,  s.  f.  Das  Uebereinstimmen  von  n  Differential- 
quotienten kommt  also  darauf  hinaus,  dass  (w  +  1)  auf  einander 
folgende  Punkte  beiden  Curven  gemeinschaftlich  sind:  diese  Eigen- 
schaft aber  hängt  nicht  ab  von  der  Wahl  der  Coordinaten. 

§  42. 
Um  diese  Betrachtungen  auf  Flächen  auszudehnen,  mögen 
0  =  f(x,  y),  z  =  (p  (xy)  die  Gleichungen  zweier  Flächen  sein,  die  einen 
Punkt  M  gemein  haben.  Durch  diesen  Punkt  lege  man  in  der  ersten 
Fläche  eine  beliebige  Curve  und  projicire  sie  auf  die  xy-Ehene, 
dann  ist  die  Gleichung  des  Projections  -  Cy linders  von  der  Form 
y  z=  j/?(a;);  also  die  Gleichungen  seines  Durchschnittes  mit  der  ersten 
bezüglich  zweiten  Fläche: 

0  =  f{x,  y),     y  =  ip{os), 
2  =  f(x,y),    y  =  xi;{x). 
Durch  Einsetzen  des  Werthes  y  =  tI}(x)  in  die  Gleichungen  für 
0  werden  dann  ^•und  q)  Functionen  von  x  allein,  also  bezüglich: 

2  =  F(x)  und  0  =  0{x) 
für   die   Curven   auf  der  ersten  bezüglich   zweiten  Fläche.     Nehmen 
wir  nun  an,  diese  beiden  Curven  hätten  noch  einen  zweiten  M  unend- 
lich nahen  Punkt  gemein,  Mi,  so  ist  offenbar: 

F'{x)  =  0'{x), 
findet    dies   auch   für   einen   dritten    M^   unendlich   nahen  Punkt  M.^ 
statt,  so  ist  auch  F"{x)  =  0"{x)  u.  s.  w. 
Nun  hat  man  aber: 

^w  =  ll  +  li*»' 

und  entsprechende  Gleichungen  für  ^'{x),  0"{x). 

Man  hat  also,    wenn  die  Curven   zwei    einander  unendlich  nahe 
Punkte  gemein  haben: 

/■=^'g  +  |*'W  =  ^  +  l|*'«' 

und  haben  sie  drei  Punkte  gemein,  ausserdem  noch: 

s + ^  ^'w + p  ^"(^) = s + a  ^■(^) + f?  *"« 

u.  s.  w.  (für  4,  5 Punkte). 

Alle   diese   Gleichungeu   finden  selbstverständlich  nur  unter  der 
Bedingung  statt,  dass    man  für  xy  die  Coordinaten  des  Punktes  M 


-     62     — 

setzt.  Offenbar  aber  werden  diese  Gleichungen  unabhängig  von  den 
Werth  von  i'  r^'  i/»"  . . .  stattfinden^  d.  h.  für  jede  durch  M  und  die  erste 
Fläche  gelegte  Curve  gültig  sein,  wenn  man  für  Punkt  itZ  einzeln  hat: 

dx        dx'  dx^       dx^'  dxdy        dxdy'  dy'^        dy"^ 
und  umgekehrt. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Werden  die  Func^tionen  /'  und  9p  und  ihre  sämmtlichen 
Differentialquotienten  bis  zu  denen  der  w*^"  Ordnung  für 
einen  gewissen  Werth  einander  gleich,  so  hat  jede  durch 
diesen  Punkt  in  einer  der  Flächen  gelegte  Curve  mit  einer 
in  der  andern  Fläche  liegenden  eine  Osculation  w*"  Ord- 
nung, und  umgekehrt. 

Diese  Eigenschaft  kann  als  eine  Definition  der  Osculation  der 
Fläche  betrachtet  werden,  also: 

Erklärung.  Wenn  für  einen  Punkt  zweier  Flächen  nicht  bloss 
die  Coordinaten,  sondern  alle  ihre  Diflerentialquotienten  vom  ersten 
bis  zum  n^^^  bezüglich  gleich  sind,  so  haben  die  beij^en  Flächen  eine 
Berührung  der  »**®"  Ordnung.     Also  auch: 

Wenn  zwei  Flächen  eine  Osculation  oder  Berührung  w*"  Ord- 
nung in  einem  Punkt  haben,  so  hat  jede  durch  eine  derselben  in  dem 
betreffenden  Punkte  gelegte  Curve  n  -{•  \  einander  unendlich  nahe 
Punkte  mit  der  andern  Fläche  gemein.     Hieraus  folgt  sogleich: 

Legt  man  durch  den  betreffenden  Punkt  eine  beliebige  Ebene, 
so  schneidet  diese  die  Flächen  in  Curveu,  welche  eine  Osculation 
^ter  Ordnung  haben. 

Folgerung.  Wenn  von  drei  Flächen  A,  B,  C,  die  einen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  B  mit  A  in  diesem  Punkte  eine  Berührung 
der  n*®",  und  C  mit  A  eine  Berührung  der  w'*^°  Ordnung  hat,  wo 
n  <  n  ist,  so  liegt  B  näher  an  A.  Denn  entwickelt  man  die  ^-Coor- 
dinate  der  nahe  gelegenen  Punkte  für  die  Flächen  A,  B,  C,  und 
nimmt  die  Differenzen  dieser  Ausdrücke,  einmal  des  für  die  Fläche 
A  von  dem  für  die  Fläche  B,  und  dann  von  dem  für  die  Fläche  0, 
so  wird  die  erste  Differenz  kleiner  sein,  als  die  zweite,  weil  beisder 
ersten  mehr  Glieder  zu  Anfang  wegfallen. 

§  43. 
Nach   dieser  Erklärung  kann    man   die  Gleichung   der  Tan- 
gentialebene herleiten.     Definirt  man  nämlich  die  Tangentialebene 
als  diejenige  Ebene,  die  mit  der  gegebenen  Fläche  s=f(x,  y)   eine 
Berührung  der  ersten  Ordnung  gemein  hat,  so  bedeutet  dies:  in  der 
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Gleichung  der  Ebene  ^  —  ^  =  a  {^  —  x)  -\-  d  (rj  —  y)-^  welche  durch 
den  gegebenen  Punkt  der  Fläche  x,  y,  z  geht,  sollen  die  Constanten 
a  und  &  so  bestimmt  werden,  dass  für  diesen  Punkt  die  partiellen 
ersten  DifFerentialquotienten  der  Gleichung  der  Ebene  bezüglich  gleich 
werden  den  partiellen  ersten  Differentialquotienten  der  Gleichung  der 

Fläche.  Es  muss  also  5I  =  ^7  ^  ^^  ^  ^^^  ^^^  Punkt  x,  y,  z  oder 
a  =  ö-=i>,  b  ==  ^  ==  q  sein;  die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist 

also  t~  ^  =P  (I  —  ^)  +  ^  (>?  —  y)- 

In  den  analogen  Untersuchungen  für  Curven  und -deren  Tangenten 
fährt  man  nun  so  fort  und  sucht  den  Kreis,  bei  dem  für  einen  ihm 
und  der  vorgelegten  Curve  gemeinschaftlichen  Punkt  der  erste  und 
der  zweite  Differentialquotient  bezüglich  gleich  sind  den  beiden  ersten 
Differentialquotienten  der  Curve  für  diesen  Punkt;  und  diese  Aufgabe 
kann  man  sich  stellen,  weil  die  drei  Constanten,  welche  in  der 
Gleichung  des  Kreises  vorkommen,  sich  immer  so  bestimmen  lassen, 
dass    erstens    der  Kreis   durch  einen  bestimmten    Punkt    geht,    dass 

zweitens  der  erste  Differentialquotient  ^  einen    bestimmten   Werth 

hat  und  dass  drittens  auch  der  zweite  Differentialquotient  -5-^2  einen 

bestimmten  Werth  hat.  Für  Flächen  läge  es  nun  nahe,  von  der 
Tangentialebene  in  analoger  Weise  zur  Kugel  überzugehen,  welche 
dem  Osculationskreise  der  Curven  entspräche.  Eine  solche  Kugel 
giebt  es  aber  im  Allgemeinen  nicht.  Die  Gleichung  einer  Kugel  ent- 
hält nämlich  vier  Constanten,  diese  kann  man  zwar  so  bestimmen, 
dass  erstens  der  Gleichung  der  Kugel  ein  gewisser  Punkt  genügt,  dann, 
dass  die  beiden  ersten  Differentialquotienten  auch  gegebene  Werthe 
haben:  wollte  marr  aber  nun  auch  noch  die  zweiten  Differentialquotienten 
der  vorgelegten  Fläche  und  der  Kugel  gleich  machen,  so  würden  zu  den 
ersten  drei  Bedingungen  noch  drei  hinzukommen,  man  erhielte  also 
zur  Bestimmung  der  vier  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel  6  Glei- 
chungen: im  Allgemeinen  ist  es  folglich  unmöglich,  durch  einen  Punkt 
einer  Fläche  eine  Kugel  zu  legen,  welche  in  diesem  Punkt  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung  hat. 

Andrerseits  ist  hierzu  auch  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  untauglich,  denn  diese  enthält  9  Constanten.  Es 
giebt  folglich  unzählig  viele  Flächen  zweiten  Grades,  die  an  einem 
bestimmten  Punkte  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  haben.  Von 
diesen  werden  wir  natürlich  die  wählen,  deren  Gleichung  die  mög- 
lichst einfachste  ist. 
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§.  44. 

Iii  allen  Fragen  nun,  wo  man  voraussieht,  dass  von  einer  Fläche 
nur  die  Differentialquotienten  bis  zur  w**^"  Ordnung  in  Beziehung  auf 
einen  Punkt  derselben  gebraucht  werden,  kann  man,  wie  aus  dem 
Vorhergehenden  klar  ist,  statt  der  gegebenen  Fläche  irgend  eine  be- 
liebige andere  setzen,  vorausgesetzt,  dass  diese  zweite  mit  der  ersten 
eine  Osculation  n*"  Ordnung  hat.  Ueberall  z.  B.,  wo  es  bloss  auf 
die  Richtung  der  Tangente  ankommt,  kann  man  statt  einer  vorge- 
legten Fläche  die  Tangentialebene  setzen.  Nach  dieser  Vorerinnerung 
gehen  wir  über  zu  der  Untersuchung  der  Krümmungen,  welche 
die  verschiedenen  Schnitte  einer  Fläche  haben.  Wenn  man 
durch  einen  gegebenen  Punkt  a  einer  Fläche  alle  möglichen  Schnitte 
legt,  so  ist  die  Frage:  Auf  welche  Weise  kann  man  die  Krüm- 
mungen aller  dieser  Schnitte  aufs  einfachste  berechnen?  Die  An- 
zahl dieser  Schnitte  ist  unendlich  mal  unendlich  gross.  Denn  denkt 
man  sich  eine  Tangente  ah,  die  durch  den  Punkt  a  geht,  so  kann 
man  durch  sie  unzählig  viele  Schnitte  legen,  welche  im  Punkte  a 
sich  sämmtlich  berühren  werden.  Nun  giebt  es  aber  wiederum  un- 
endlich viele  Tangenten  ah]  also  hat  man  unendlich  mal  unendlich 
viele  Schnitte.  (Unter  den  Schnitten,  welche  durch  dieselbe  Tan- 
gente ah  gelegt  sind,  zeichnet 'sich  einer  aus,  nämlich  der,  welcher 
normal  steht  auf  der  Tangentialebene  oder  durch  die  Normale  ge- 
legt ist:  ihn  nennt  man  Normalschnitt.)  Unsere  Untersuchung 
soll  sich  auf  Normal  schnitte  und  auf  schiefe  Schnitte  beziehen.  Sie 
zerlegt  sich  also  in  zwei  Theile. 

Erstens:  Man  lege  durch  eine  Tangente  eine  Schnittebene,  und 
drehe  diese  um  die  Tangente.  Zweitens:  Man  lege  durch  die  Nor- 
male eine  Schnittebene  und  drehe  sie  um  die  Normale.  In  beiden 
Fällen  wird  nach  der  Aenderung  der  Krümmung  gefragt.  Die  erste 
Frage  hat  ein  französischer  Ingenieuroffizier  Meusnier,  die  zweite 
Euler  behandelt.  Man  denke  sich  jetzt  den  Punkt  a  der  Fläche,  um 
den  es  sich  handelt,  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  Nor- 
male als  ^-Axe  und  demnach  die  Tangentialebene  als  Ebene  der  xy. 
Durch  diese  Wahl  der  Coordinaten  geht  die  Gleichung  der  Tangential- 
ebene l  —  s  =  p  {%  —  x)  -^  Q.{y  —  '^)  über  in  ^  ==  0  als  Coordinaten- 
ebene  der  xy,  und  da  der  Berührungspunkt  Anfangspunkt  also  x  ==  0, 
2/  =  0,  s  =  0  ist,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  p  =  0  und  q  =  0 
ist.  Nicht  ebenso  lassen  sich  die  Werthe  der  zweiten  Differential- 
quotienten r,  s,  t  bestimmen,  sie  sind  jedoch  constant  und  wir  wollen 
sie    resp.    mit    a,   /3,    y   bezeichnen.      Wir    machen    nun    für    unsere 
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Untersiicliung  von  der  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  aufgestellten 
Bemerkung  Gebrauch  und  substituiren  statt  der  vorliegenden  Fläche 

folgende  Fläche  zweiten  Grades:  ^  =  ^  («^^  +  2ßxy  -f-  yy^),  welche 

im  Allgemeinen  eins  der  beiden  Paraboloide  ist,  und,  offenbar  durch 
den  Anfangspunkt  gehend,  mit  der  gegebenen  Fläche  eine  Osculation 
zweiter  Ordnung    hat.     Dies    letztere    ersieht    man  daraus,    dass   die 
'ersten  Differentialquotienlen  dieser  Fläche 

dz  \     o  '^^         o       i 

--  =  ax-^ßy      —=ßx-\-yy 

für   den  gegebenen    Punkt  {x  =  0 ,  y  =  0,  0  =  0)  beide  Null,    die 

d^z                 d^z  d^z 

zweiten  dagegen  K-^  ==  a,   g ^  =  ß,  ^-^  =  y  werden:  wie  bei  der 

vorgelegten  Fläche.  Da  nun  in  der  Formel  für  den  Krümmungs- 
radius einer  ebenen  Curve  nur  die  Differentialquotienten  der  beiden 
ersten  Ordnungen  vorkommen,  so  können  wir  diese  Fläche  zweiten 
Grades  statt  der  vorgelegten  setzen.  Dieselbe  ist  aber  bekanntlich 
ein  elliptisches  bezüglich  hyperbolisches  Paraboloid,  je  nachdem  ay 
grösser  oder  kleiner  als  ß^  ist.  Nur  im  zweiten  Falle  wird  nach 
§  39  die  Fläche  in  dem  betrachteten  Falle  von  der  Tangentialebene 
geschnitten. 

§  45. 

Der  Meusniersche  Satz.  Legt  man  durch  eine  Tangeute 
einer  Fläche  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  nor- 
mal   zur   Tangentialebene    steht,    die    andere    mit    ihr    den 

Winkel  cp  bildet,  so  sind  ihre  beiden 
Krümmungsradien  q  und  Qi  durch  die 
Gleichung  verbunden  Qi  ==  Q  sincp  oder 
Qi  ist  die  Projection  von  q  auf  die  Ebene 
des  schiefen  Schnittes. 

Denn  mit  der  zu  Ende  des  vorigen 
Paragraphen  festgesetzten  Lage  der  Coor- 
dinaten,  Fig.  14,  kann  man  jeden  Normal- 
schnitt in  dem  gegebenen  Punkte  sich  er- 
zeugt denken  durch  eine  specielle  Lage  der 
iC^J-Ebene,  indem  über  die  Richtung  der 
Axe  der  x  nichts  angegeben  worden  ist. 
Es  soll  daher  die  Tangente  selbst  Axe  der 
X  sein.  Betrachtet  man  nun  einen  solchen  Schnitt,  so  erhält  man 
seine  Gleichung,  wenn  man  die  Gleichung  der  xz-Eheue  oder  y  =  0 
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mit  der  vorgelegten  Fläche  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  der  sie  im 
vorliegenden  Punkte   osculirenden  Fläche 

verbindet;  man  findet  also  0  =  -^  ax^.  Der  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius  wird  also 

_  V  "*"  \^)  /    _  (1  +  «'^')^ 

oder  für  x  =  0,   d.   h.  in   dem  vorliegenden  Punkte  q  =  —-     Legen 

wir  einen  beliebigen  zweiten  Schnitt  durch  die  a;-Axe,  der  nicht  nor- 
mal ist  zur  Tangentialebene, '  sondern  mit  ihr  den  Winkel  q)  bilde, 
so  verlegen  wir,  indem  wir  die  Tangente  immer  noch  als  it-Axe  be- 
trachten die  X-  und  ^-Axe  so,  dass  die  neue  Axe  z^*^  in  der  Schnitt- 
ebene liegt.     Dann  ist  (p  der  Winkel  der  Axen  z  und  z^ 

z  =  Zi  sin  qp  —  y^  cos  (p     y  =  z^  cos  9>  -f-  ?/i  sin  qp. 

Dies  setzen  wir  in  die  Gleichung  des  zu  Hilfe  genommenen  Para- 
boloids  ein,  setzen  aber  gleich  y^  =  0,  weil  wir  den  Schnitt  be- 
trachten  wollen,   der  durch   die  Ebene   der  xz^  hervorgebracht  wird, 

Zi  sin^  =  —  (ax^  »^  2ßxz^  coscp  -\-  yz^^  cos^^)). 

Hieraus  folgt 

gl  sin  g)  =  aa;  +  ^z^  cos  (p  +  {§x  cos  tp  -f  yZy^  cosV)  j^ 

und 

^^  sm  9)  =  «  +  ^  COS  9?  ^  +  (/?  cos  9P  +  y  ^  cos^  qp)  ^ 

+  {^x  cos  (p-\-yz^  cos^  (p)  j^^ . 

dz     d^z 
Um  die  Ausdrücke  für  -w^ ,  ^— |  für  den  Anfangspunkt  der  Coor- 

dinaten   zu    haben,    setzen    wir   jetzt  x  =  0  und  z^  =  0.     Dadurch 

wird  ^  =  0,  -TT-k  = Somit  wird  der  Krümmungsradius  dieses 

Ox  '    cx^        sin  cp  ^ 

Schnittes  p^  =  — ~  •     Also  wird  schliesslich  ^i  =  9  sin  cp. 

Bei  der  Kugel  z.  B.  kennt  man  ohne  Weiteres  den  Krümmungs- 
radius jedes  Normalschnittes:  er  ist  so  gross  wie  der  Kugelradius  r. 
Legt  man  durch  denselben  Punkt  a  der  Kugel  und  dieselbe  Tangente 
ah,  durch   welche   der  Normalschnitt  gelegt  ist,  eine  Ebene,  welche 
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mit  der  Tangentialebene  den  Winkel  9p  bildet,  so  übersieht  man  aus 
der  bekannten  Eigenschaft  der  Kugel,  dass  nämlich  das  Loth  vom 
Mittelpunkt  der  Kugel  auf  diesen  zweiten  Schnitt  gefällt,  dessen 
Mittelpunkt  trifft  und  mit  dem  Radius  des  Normalschnittes  den 
Winkel  qp  bildet  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  für  diesen  speci- 
ellen  Fall. 

Denken  wir  uns  also  in  einer  beliebigen  Fläche  alle  möglichen 
Schnitte  durch  eine  Tangente  eines  Punktes  gelegt,  und  die  Krüm- 
mungskreise aller  dieser  Schnitte  construirt,  so  werden  sie  alle  auf 
einer  Kugel  liegen,  welche  den  Krümmungskreis  des  Normalschnittes 
zum  Meridian  hat.  Also :  Legt  man  durch  eine  Tangente  einer  Fläche 
alle  möglichen  Schnitte,  so  bestimmen  die  Krümmungskreise  der- 
selben eine  Kugel,  deren  Radius  der  Krümmungsradius  des  Normal- 
schnittes ist. 

§  45  a. 

Trigonometrischer  Beweis  des  Meusnierschen  Satzes. 

Sei  AB  das  Element  irgend  einer  Tangente  der  Fläche,  also  B 
ebenfalls  auf  der  Fläche  gelegen  (Fig.  14a).  Lege  man  dann  durch  AB 
Fig.  14».  *         den  Normalschnitt,  und  möge  dieser 

/^      mit  der  Fläche  das  Element  BC 
/^^.^"'^^^         gemein  haben.    Sei  ferner  ABC 
ein    schiefer  Schnitt,    so    dass  C 
^€^C  sich  ebenfalls  auf  der  Fläche  be- 
findet.     Die  Ebene    des  Winkels 
jl^  C^^^---^  CBC    ist    dann    die    Tangential- 

ebene in  B  (nämlich  die  Ebene  3er 
einander  unendHch  naher  Punkte  auf  der  Fläche),  Nun  haben  wir 
(§  14)  gesehen,  dass  der  Krümmungsradius  einer  Curve  gleich  dem 
Bogenelement  dividirt  durch  den  Contingenzwinkel  ist,  also  wenn  wir 
uns  AB  nach  ß  verlängert,  und  für  die  unendlich  kleinen  Winkel 
ßBCf  ßBC  ihre  sinus  setzen, 

__      AB  ^     AB 

^1  "~  sin  ßBC  ^        am  ßBC 

0,  _  sin  ßBC     ^  smß"C" 
"•  "•'  Q  ~  sin  ßBC         sixiß"G'' 

beschreiben  wir  nun  lim  B  mit  Radius  BC  eine  Kugel,  so  entsteht 
das  sphärische  Dreieck  ß"C'C,  worin  Winkel  ß"C'C  ein  rechter 
ist,  da  die  Normalebene  ABC  oder  ßBC  zur  Tangentialebene  CBC 
senkrecht  ist.     Es  ist  ferner  Winkel  ß!'CC"  oder  C  der  Neigungs- 
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winke!  der  Tangentialebene  C  BC"  und  des  schiefen  Schnittes  ßBC, 
also  gleich  cp,  also  nach  einem  Satze   der  sphärischen  Trigonometrie 

■    c/' n-  =  sm  C    oder  --  =  sm  op.  *) 
sm  p   u  ^  ^     j 

§  46. 
Der  Eulersche  Satz.  Legt  man  in  einem  Punkte  einer 
Fläche  sämmtliche  Normalebenen,  und  bezeichnet  man  den 
grössten  Krümmungsradius  unter  den  Radien  dieser  Schnitte 
mit  r^ ,  den  kleinsten  mit  r^,  so  ist  der  Krümmungsradius 
eines  dritten  Schnittes,  dessen  Tangente  mit  der  rc-Axe  den 
Winkel  (p  bildet,  mit  diesen   beiden   ersten   durch  die  Glei- 

1  1  1  1  cos^qo     ,     sin^q» 

chung  verbunden:  —  == -\ • 

°  r  r.^       ^       r^ 

Sei  noch  immer  die  ^-Axe  die  Normale,  die  Tangentialebene  die 

Ebene  xy.  Möge  aber  die  ic-Axe  so  gelegt  werden,  dass  in  dem  Ausdruck 

das  doppelte  Product  verschwindet,  also  die  Grösse  ß  ==  0  sei  (was 
ja  immer  durch  Coordinatentransformation  geschehen  kann),  so 
haben    wir  jetzt    die  Normalschnitte  Mes   folgenden    Paraboloids    zu 


*)  Folgender  Beweis  ist  rein  geometrisch:  Seien  ABC  drei  einander  unend- 
lich nahe  Punkte   eines  durch  B  gehenden  Normalschnittes  (Fig.  14b),  ABC 
pig  j4^j,  die  eines  schiefen  Schnittes, 

der  mit  dem  ersteren  die 
Tangente  AB  gemein  hat. 
Mögen  AD  senkrecht  auf 
AB,  BD  senkrecht  auf 
BC,  beide  im  Normalschnitt, 
BD'  senkrecht  auf  BC  in  der 
Ebene  des  schiefen  Schnittes 
liegen,  dann  ist  offenbar  D 
der  Krümmungsmittelpunkt, 
AD  =  BD  der  Krümmungs- 
radius des  Normalschnittes.  Da  nun  CBC  die  Tangentialebene  ist,  so  steht  BD 
auf  dieser,  also  auch  auf  BC  senkrecht,  da  auch  BD'  auf  BC  senkrecht  steht, 
so  ist  die  D'.BD  Vertikalebene  zuBC.  Fälle  man  nun  von  D  Loth  DD'  auiBD', 
dann  ist  also  DD'  auf  BD'  und  BC,  also  auf  der  ganzen  Ebene  C BD',  mit- 
hin auf  BA  senkrecht,  aber  auch  DA  ist  senkrecht  auf  BA,  mithin  auch  die 
Ebene  D' AD,  zieht  man  also  D' A,  so  ist  auch  diese  Linie  senkrecht  auf  BA, 
mithin  ist  D' A  die  D' B  benachbarte  Normale  des  schiefen  Schnittes,  D'  also 
ist  der  Krümmungsmittel punkt,  D' A  der  Krümmungsradius  dieses  Schnittes,  es 
ist  aber  derselbe  die  Projection  von  DA  d.  h.  von  dem  Krümmungsradius  der 
Normalebene  auf  die  des  schiefen  Schnittes;  was  zu  beweisen  war. 

(Note  zur  2.  Auflage.) 
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untersuchen:  v  =  ^  («^^  +  rf)-     Der  Schnitt,  der  durch  die  Ebene 

der  sy  gebildet  wird,  habe  den  Krümmungsradius  r^ ,  der  Ä'a;-Schnitt 

den   Radius   r., :    dann  ist    nach   §  45  r,  =  - ,  r„  =  -  •      Ein    dritter 

Schnitt,  welcher  auch  durch  die  ^-Axe  geht,  sei  so  gelegt,  dass  die 
Tangente,  welche  er  aus  der  Tangentialebene  des  vorliegenden 
Punktes  ausschneidet,  mit  der  x-Axe  den  Winkel  <p  bildet.  Dann 
machen  wir,  um  seinen  Krümmungsradius  r  zu  finden,  folgende  Coor- 
dinatentransformation 

X  =  X  cos  q)  —  f/'  sin  9?       y  =  x  sin  9?  +  v/'  cos  9); 
diese  Werthe   setzen    wir  in  die  Gleichung  des  Paraboloids  ein,  und 
leiten    alsdann    daraus    den    Schnitt    der   ic'^-Ebene    her,   indem    wir 

y'  =  0  setzen.  Wir  erhalten  dafür  -^  =  ^  x'^  («  cos^  fp  -\-  y  sin^  tp). 
Demnach  wird  der  Krümmungsradius  dieses  Schnitts  im  Punkte 
(x  =0,  ^  =  0) :  r  == 5- — j— — r-s  ~     (vergleiche    §   45)    und    setzt 

man  hierin  für  «  und  y  ihre  Werthe,  so  erhält  man 

1  cos*  qp  j^  sin^  qp 

r  ^2  *"i     ' 

Die  Krümmungshalbmesser  t\  und  /"g  sind  aber  auch  die  grössten 
bezüglich  kleinsten  aller  durch  denselben  Punkt  gehenden  Normal- 
schnitte.    Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  statt  der  Krümmungsradien 

die  Krümmungen   vermöge  der    Gleichungen:  k  =  —  liy  =  —  lc^  =  — 

r  Tj  r^ 

einführen  und  erhalten  h  =  h^  c^os^  (p -{- \  ^in^  (p .  Es  ist  jetzt  auf 
die  Vorzeichen  von  \  und  h^  also  von  a  und  y  Rücksicht  zu  nehmen. 
Mögen  dieselben  zunächst  gleiche  Vorzeichen  haben,  oder  wie  wir 
sogar  annehmen  können,  beide  positiv  sein  (denn  wären  beide  ne- 
gativ, so  hätten  wir  nur  die  Richtung  der  ;S-Axe  zu  ändern,  also  für 
s  zu  schreiben  —  ^.)  Sei  dann  \  grösser  als  \  also  \  —  \ 
positiv.    Dann  können  wir  die  Gleichung 

A;  =  itg  cos^  ^  -\-\  sin^  (p 
folgendermassen  schreiben:  k  =  k^  —  {k^  —  ki)  sin^  tp.  Dieser  Aus- 
druck wird  den  grössten  Werth  erreichen,  wenn  tp  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  die  ^iC-Ebene  die  schneidende  ist:  alsdann  ist  k  =  k2.  Also 
ist  k^  die  grösste  Krümmung,  d.  h.  r^  der  kleinste  Krümmungsradius. 
Schreibt  man  die  Gleichung  so:  k  =  k^ -\-  (k^  —  ki)  coa^q),  so  erreicht 
er  offenbar  den  kleinsten  Werth  für  <p  =  90*^,  d.  h.  für  die  yz-'Ehener, 
es  ist  alsdann  k=-\.  \  ist  also  die  kleinste  Krümmung,  )\  der 
grösste  Krümmungsradius.     Spricht  man   nicht   bloss    von    positiven 
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KrümmungsradieD,  sondern  legt  ihnen  ein  Zeichen  bei.  welches  man 
darauf  bezieht,  ob  sie  nach  der  einen  oder  andern  Seite  von  der 
Curve  aus  liegen,  so  gilt  unser  Satz  auch  noch,  wenn  a  und  y  ver- 
schiedene Zeichen  haben:  der  Euler'sche  Satz  ist  also  bewiesen. 

Die  Ebenen,  welche  den  grössten  Krümmungsradius 
r^  und  den  kleinsten  f^  enthalten,  stehen  auf  einander 
normal:  denn  sie  sind  bei  unsrer  Lage  der  Coordinaten  die  yz-  und 
die  ic^- Ebene.  Diese  beiden  Schnitte  nennt  man  Hauptschnitte. 
Für  den  Fall,  dass  a  und  y  verschiedene  Zeichen  haben,  dass  also 
(§  39)  die  Tangentialebene  die  Fläche  schneidet,  weil  der  Ausdruck 

a  cos^9  -|-  y  sin^gj  für   zwei  Werthe  von  ^  Null:    tg  9  =  1/ •, 

es  giebt  also  bei  allen  solchen  Flächen  zwei  Schnitte,  die  symmetrisch 
zu  beiden  Seiten  der  a;-Axe  liegen,  deren  Krümmung  Null,  d,  h.  deren 
Krümmungsradius  unendlich  ist,  d.  h.  in  jedem  Punkte  einer  Fläche, 
wo  die  Berührungsebene  dieselbe  schneidet,  haben  2  Normalschnitte 
einen  Wendepunkt;  durch  Halbiren  der  Winkel,  welchen  diese  Schnitte 
mit  einander  machen,  erhält  man  die  Hauptschnitte.  Beim  einfäch- 
rigen  Hyperboloid  ist  dieser  Wendepunkt  der  Scheitel  eines  Systems 
zweier  geraden  Linien,  die  ganz  auf  der  Fläche  liegen,  und  welche 
hier  eben   die   beiden  Hauptnormalschnitte   sind. 

^.    ,^  Anmerkung.    Man  kann  das  Resultat  des 

Flg.  15.  o 

Euler'schen  Satzes  graphisch  leicht  fixiren, 
Fig.  15,  Denken  wir  uns  zunächst,  dass  «  und 
/3  gleiches  Zeichen  haben.  Alsdann  stellen  wir 
uns  eine  Ellipse  vor,  deren  eine  Halbaxe 
gleich  sei  dem  Zahlen  werthe  von  ]/rj ,  die 
andere  Halbaxe  gleich  dem  Zahlenwerthe  von 
yV^.  Wir  nehmen  ferner  irgend  einen  Halb- 
messer h,  welcher  mit  der  zweiten  oder  kleinen 
Halbaxe  den  Winkel  fp  macht:  dann  sind  die 
Coordinaten  seines  Endpunktes,  wenn  man  sie 
auf  die  beiden  Halbaxen  als  (Joordinatenaxen  bezieht,  d  cos  tf  und 
d  sin  qc.  Da  sie  der  Gleichung  der  Ellipse  genügen  müssen,  so 
hat  man 

d"^  cos^  qp    ,    d"^  sin'  qp         ^ 
^2  '         »-1  ' 

es  ist  also,  wenn  wir  diese  Gleichung  uiit  der  Euler'schen  Formel 
zusammenhalten,  r  gleich  dem  Zahlenwerth  von  d^ .  Wir  können 
diesen  Satz  so  aussprechen: 

Beschreibt  man  auf  der  Tangentialebene  einer  Fläche  eine  Ellipse, 
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die  zum  Mittelpunkt  den  Berührungspunkt  hat,  deren  Hauptaxen 
nach  denjenigen  Tangenten  gerichtet  sind,  welche  die  beiden  Schnitte 
mit  der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  bedingen,  und  deren 
Grösse  gleich  ist  resp.  den  Quadratwurzeln  aus  diesen  beiden  Krüm- 
mungsradien: so  ist  der  Krümmungsradius  irgend  eines  Normal- 
schnitts in  jenem  Punkte  der  Fläche,  der  die  Ellipse  natürlich  in 
einem  Durchmesser  schneiden  wird,  gleich  dem  Quadrat  der  Hälfte 
dieses  Durchmessers.  Oder:  Legt  man  durch  die  Normale  einer 
Fläche  ein  Ebeneubüschel,  welches  die  Fläche  in  unzäh- 
lig vielen  Curven  schneiden  wird,  die  Tangentialebene 
in  ebensovielen  Tangeuten,  und  trägt  man  auf  jede  Tan- 
gente vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  aus  die  Qua- 
dratwurzel aus  dem  Krümmungsradius  der  gleichzeitig  mit 
ihr  ausgeschnittenen  Curve  auf,  so  liegen  die  Endpunkte 
dieser  Längen  in  einer  Ellipse. 

Haben  a  und  y  entgegengesetztes  Zeichen,  so  erhält  man  analoge 
Sätze,    nur    statt    der  Ellipse    ein   System    von   Haupt-    und    Neben- 

hyperbel : —  =  1, -==  —  1.     In  dem  Falle  endlich ,  wo 

h^  verschwindet,  ist  die   Gleichung    -  ==  1 ,   eine   Gleichung,   welche 

zwei  parallele  Gerade  vorstellt,  man  hat  dann  nur  einen  kleinsten 
Krümmungsradius,  und  derselbe  wächst  ins  Unendliche;  der  unend- 
liche Krümmungsradius  entspricht  der  Richtung  parallel  den  Geraden, 
in  welche   sich  unsere   Curve   verwandelt.     Die  Gleichung  der  Oscu- 

lationsflächen  (siehe  §  43)  -^  =  ^  «^^  stellt  dann  einen  parabolischen 

Cylinder  dar.  Da  derselbe  sich  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tan- 
gentialebene im  Anfangspunkt  befindet,  kann  dieser  aber  für  keinen 
Schnitt  ein  Wendepunkt  sein,  obgleich,  wie  oben  gezeigt,  die  Krüm- 
mung Null  in  demselben  stattfindet. 

§  46  a  (Zusatz  zur  2.  Auflage). 

Für  den  Kegelschnitt,  welcher  eine  graphische  Darstellung  des 
Euler'schen  Satzes  giebt,  lässt  sich  aber  noch  ein  engerer  Zusammen- 
hang mit  der  betrachteten  Fläche  nachweisen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  eine  Ebene  parallel  der  Tangential- 
ebene  im  betrachteten  Funkte  gelegt,  welche  die  Fläche   und  auch 
das  zugehörige  Osculations-Paraboloid   schneidet.      Die  Gleichungen 
des  Durchschnittes  mit  dem  letzteren  werden  sein: 
^  ^  y^  2v  =  ccx^  -f  ßxy  -\-  yf  oder  wenn  /3  wieder  gleich  Null  ist 
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2v  =  ccx^  4-  yy^  oder \-  ~-  =  1.     Diese   Gleichung   stellt   wie 

die  soeben  betrachtete  eine  Ellipse,  zwei  conjugirte  Hyperbeln  oder 
zwei  parallele  gerade  Linien  vor,  und  es  ist  sogleich  zu  erkennen, 
dass  diese  Curven  den  im  vorigen  Paragraphen  discutirten  ähnlich* 
sind,  sowie  auch,  dass  die  Projectionen  der  ersteren  auf  die  Tan- 
gentialebene den  letzteren  auch  ähnlich  liegen.'  Nimmt  man  aber  die 
Entfernung  v  unendlich  klein,  so  kann  man,  da  der  Fläche  und  dem 
Paraboloide  ja  je  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  angehören, 
annehmen,  dass  die  Durchschnitts-Curve  auch  die  der  betrachteten 
Ebene  mit  unserer  Oberfläche  ist.  Im  Falle  r^^  und  r^  dann  beide 
positive  Zeichen  haben,  so  hat  man  also  eine  unendlich  kleine  Ellipse 
mit  den  halben  Axen:  y2vr2  und  1/2 vr^,  der  Durchschnitt  muss 
dann  so  gedacht  werden,  dass  er  die  positive  Seite  der  ^-Axe  schneidet. 
Sind  dagegen  r^  und  r^  von  verschiedenen  Vorzeichen,  so  hat  man: 

TT^—  =  1,   und   wenn   man  v   mit  —  v  vertauscht:  r ~— 

2vr^        2vr^  '  2vr2       ^vr^ 

=  —  1,  die  Projectionen  dieser  Curven  auf  die  Tangentialebene  sind 
dann  conjugirte  Hyperbeln,  mit  den  Halbaxen  y2vr.^  ]/2vrj,  jedoch 
sind  hier  zwei  Schnitte  nöthig,  welche  auf  beide  Seiten  der  ^-Axe 
in  gleiche  Entfernung  vom  Anfangspunkte  fallen.  Im  Falle  r^  un- 
endlich ist,  hat  man  wieder    zwei  parallele   Gerade,  deren   Abstand 

von  einander  gleich  2^1/^2  ist. 

Diese  Curve  nennt  Dupin,  welcher  sie  eingeführt  hat,  „anzei- 
gende Curve"  (Indicatrix).  Man  muss  sie  sich,  damit  sie  immer 
ganz  in  derselben  Ebene  liegt,  auf  die  Tangentialebene  projicirt 
denken.  Jeder  Normalschnitt  giebt  dann  auf  der  Indicatrix  einen 
Halbmesser,  wenn  man  im  Falle  der  beiden  parallelen  Linien  eine 
vom  Berührungspunkte  nach  einer  der  Parallelen  gezogenen  Gerade 
als  Halbmesser  bezeichnet.  Im  Falle  der  beiden  Hyperbeln  werden 
zwei  Schnitte  die  Asymptoten  ergeben,  die  übrigen  eine  der  beiden  Hy- 
perbeln schneiden.  Sei  nun  r  der  Krümmungshalbmesser  irgend  eines 
Schnittes,  der  mit  der  ic^-Ebene  den  Winkel  (p  macht,  q  der  Durchschnitt 

desselben  mit  der  Indicatrix,  also:  —  =  -  cos  9)^  -f-  -  sin  rp\    wenn 

yj  und  »*5j  beide  positiv  sind,  ausserdem  aber  x  =  q  cos  93,  y  =  q  sin  (p, 

also:  -^  ==  %~^  +  ^!°  ^    d.  h.  p  =  '\/2vr,  dieselbe  Formel  gilt  auch 

für  die  andern  Fälle,  wenn  man  v  und  r  immer  positiv  denkt  und 
demgemäss  die  Zeichen  ändert.  Es  sind  also  die  Halbmesser  der 
Indicatrix  den  Wurzeln  der  entsprechenden  Krümmungsradien  pro- 
portional und  immer  unendlich  klein,  die  Fälle  der  Asymptoten   und 


io 


des   Schnittes,    der    den   beiden   Geraden   parallel   ist,    ausgenommen. 


1                       2v 
Ebenso  ist,  wenn  Ä;  =  — ,  /j  =  H ^,    wo    das  Zeichen  von  k  berück- 


sichtigt  wird. 

Die  Indicatrix  ist  sehr  geeignet,  Eigenschaften  der  Normalschuitte 
auf  die  Sätze  von  den  Kegelschnitten  zurückzuführen,  z,  B.  sind 
bekanntlich  2  Halbmessser  der  Ellipse  oder  Hyperbel  gleich,  wenn 
sie  gleiche  Winkel  mit  einer  der  Halbaxen  machen.  Also:  „Zwei 
Normalschnitte  haben  gleiche  Krümmung,  wenn  sie  gegen  einen 
Hauptschnitt  gleich  geneigt  sind".  Sind  q  und  q'  zwei  auf  einander 
senkrechte  Halbmeser,  so  erhalten  wir: 

1  cosqp^  j^  sinqo*      1    sinqp*     ^^  cosqp'^      ^  _i_    ^    ^      J_      ^ 

p*         2vr.^     '     2vr,  '  p^         ^vr^   ~^   2vr.^ '  q^  ""    q"^        2vr^    '    2vr^ ' 
setzen  wir 

7,  ^^        7.'  ^^ 

so  ergiebt  sich:  k  -{-  k'  =  ----  -\ — -,  also  constant,  d.  h.  die  Summe  der 

^1         '"2 

Krümmungen  zweier  auf  einander  senkrechten  Normalschnitte  ist 
constant;  dies  gilt,  wie  augenblicklich  zu  erkennen,  auch  für  den  Fall 
der  Hyperbeln  und  der  beiden  Geraden,  wenn  man  das  Vorzeichen 
der  Krümmungen  k  berücksichtigt. 

Es  sind  aber  noch  einige  andere  Betrachtungen  hier  anzu- 
schliessen.  —  Gehen  wir  wieder  von  der  allgemeinen  Gleichung  des 
Osculations-Paraboloids  ^  ==  |  {ax^  +  ^ßxy  -\-  yf)  aus.  Es  hat  also 
jetzt  die  a^-Axe  eine  beliebige  Richtung  innerhalb  der  Tangentialebene 
Nehmen  wir  in  dieser  Axe  ein  unendlich  kleines  Stück  il/AT  ==  6 
vom  Berührungspunkte  M  an,  und  legen  durch  iV  einen  zweite  Tan- 
gentialebene durch  das  Paraboloid,  welche  nach  dem  Obigen  auch 
Tangentialebene  der  betrachteten  Fläche  ist,  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Normale  in  JV  mit  den  Axen  macht,  sind  dann  (§  35 
Schluss) : 

cosA  =  —  M{ax  -f  /?«/),    «osft  =  —  Mi^x  yy),  +   cosv  ==  +  Jf, 

1 

M=  — 

^/l  +  {ax  +  ßyy  +  (ß^  +  vyy 

Für  unsern  Fall  ist  aber  x  =  0  und  y  =  0  zu  setzen,  woraus 
sich  ergiebt: 

—  «ff  —  ßo  1 

cosA  ==  -r— ---7-7^=^=i>  cosft  =  -r-,-;— j=^,;  cosv 


Wegen  des  unendlich  kleinen  <?  kann  aber  6^  gegen  1  im  Nenner 
vernachlässigt  werden,  also  cosA  =  —  aö,  cosfi  =  —  ßd. 

Schneiden    wir  jetzt  ein  Stück  MT=  MN^a  von  der  T-Axe 
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ab,  und  möge  die  durch  T  gelegte  Normale  die  Winkel  k^,  ftj,  v^ 
mit  den  Axen  machen,  so  ergeben  sich  die  Cosinus  dieser  Winkel,  wenn 
man  in  den  Werthen  von  cosA,  cos/i,  cosv:  x  =0  y  =  ^  setzt  also: 

cosAj  =  —  ß6 ,  cos/[t^  =  —  y6, 
d.  h.  cosA^  =  cosjii. 

Nun  ist  aber  offenbar  A^  das  Complement  des  Winkels,  welchen 
die  durch  T  gehende  Normale  mit  der  ?/^-Ebene,  ^  das  Complement 
desjenigen,  welchen  die  durch  iV  gehende  Normale  mit  der  ic^-Ebene 
macht.  Von  diesen  Winkeln  sind  also  die  Sinus  gleich  —  ß6.  Dies 
giebt  folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  M  einer  Fläche  eine  Nor- 
male MU ,  durch  diese  zwei  auf  einander  senkrechte  Ebenen,  zieht 
in  diesen  zwei  durch  M  gehende  Tangenten  an  die  Fläche,  und 
schneidet  von  ihnen  gleiche  unendlich  kleine  Stücke  MN  =  MT  ab, 
errichtet  in  N  und  T  Normalen  an  die  Fläche,  so  machen  dieselben 
mit  den  Normalebenen  MN  U  und  MNT  bezüglich  gleiche  Winkel. 
Das  gleiche  Zeichen  der  Sinus  dieser  Winkel  zeigt  noch  an,  dass 
beide  Normalen  gleichzeitig  innerhalb  der  von  MNU  und  MTU  be- 
grenzten Ebene  oder  ausserhalb  derselben  liegen.  Die  Schnitte  MNU 
und  31  TU  waren  beliebige  auf  einander  senkrechte  Schnitte,  da  die 
x-Axe  willkürlich  war.  Ist  die  .x-Axe  aber  ein  Hauptschnitt,  so  war 
ß  =  0,  also  cosAj  =  cosfi  =  0,  die  Normalen  in  iV^und  T  fallen  also 
in  die  Schnitte  UMN  und  UMT,  d.  h.:  Die  durch  M  gehenden 
Hauptschnitte  haben  die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  von  der  in 
einen  solchen  Schnitt  fallenden  Tangente  ein  unendlich  kleines  Stück 
MN  abschneidet  und  durch  N  eine  Normale  legt,  dieselbe  die  durch 
M  gehende  Normale  schneidet  (oder  derselben  parallel  ist). 

Die  Eigenschaft  kommt  den  Hauptschnitteu  ausschliesslich  zu, 
da  nur  für  diese  cosA^  =  cos/[t  =  0  ist.  Es  giebt  also  für  jeden 
Punkt  M,  zwei  auf  einander  senkrechte  Richtungen  (Hauptschnitte), 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  in  ihnen  liegenden  nächsten 
Normalen  die  durch  M  gehende  schneiden. 

Für  die  folgende  Betrachtung  sollen  wieder  die  Hauptschnitte 
die  Ebenen  der  xz  und  yz,  also  ß  =  0  sein,  also: 

^  =  I  (ax"^  +  YV')' 

Wir  legen  durch  M  eine  beliebige  Tangente  und  schneiden  von 
derselben  das  unendlich  kleine  Stück  MM'  ab,  dann  liegt  M'  und 
die  hindurch  gelegte  Tangentialebene  aus  den  oft  angeführten  Gründen 
auf  dem  Osculationsparaboloid.  Sei  nun  MM'  ==  0,  und  macht 
diese  Linie  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  (p,  so  sind  die  Coordinaten 
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von  M' :  Xi  =  6  coscp,  ^i  =  ö  sin  <p,  z^  ==  0.    Die  Gleichung  der  durch 
M'  gehenden  Tangentialebene  ist  dann: 


0i  =  (x 


^^)  ai  +  ^^ 


dz 

wo  ^    ans    der    Gleichung  des   Osculationsparaboloids   zu    nehmen, 

und  für  x^  y^  z^  die  obigen  Werthe  zu   setzen   sind.     Man  hat  also: 

'  dz,  dz, 

und:  2  =  (x  ■^—  0  cosqp)  nö  cosq)  -{-  {y  —  (S  sing))  yö  sing), 

oder  z  =  ö  {xa  cosq)  -\-  yy  sinqp)    -  aö'*  cosqp''  —  yc"^  sinqp^ 

Da  nun  die  Gleichung  der  durch  M  gelegten  Tangentialebene  z  =  0 
ist,  so  ist  für  den  Durchschnitt  beider  Ebenen:  ax  coscp -\- yy  sm  tp 
=  a0  cos 95^  -\'  y6  sin^'*.  Führen  wir  aber  die  Indicatrix  ein 
und  bezeichnen  deren  halbe  Hauptaxen  '\/2vr^  und  y2vr^  bezüglich 
mit  ^2  ^'^^^  9i:  ^^  ^^^  nach  dem  Obigen: 


p2  =  ]/^'  Qi  =  y 


2v 


wo  a  immer  positiv  zu  nehmen  und  je  nach  dem  Zeichen  von  y, 
+  y  positiv  ist,  man  hat  dann  als  Gleichung  des  Durchschnittes 
beider  Tangentialebenen: 


X  COSqp 


4- 


y  sin  qp 


0  COSqp' 


+ 


ß  sinqo^ 


+  ^  =  1,  macht  aber  auf 


92        —      Qi 

Die  Gleichung  der  Indicatrix  war 

einem  Kegelschnitte  irgend  ein  Halbmesser  den  Winkel  q)  mit  der  Axe 
der  X,  so  ist  bekanntlich  die  Gleichung  des  conjugirten  Halbmessers: 

X  cosqp    !_  y  Biacp  ^ 

"^^  -  ~^  ~  "' 
also    derselbe    ist    unserm   Durchschnitte    parallel,    d.   h.:    Legt   man 
(Fig.  15a)   durch  zwei  einander  unendlich  nahe   Punkte  einer  Fläche 

M   und    31^    Tangentialebenen,    welche 
^  sich  in  M^M^'  schneiden  mögen,  so  haben 
die    Tangenten    MMi    und   M^M^     die 
Richtung      zweier      conjugirten     Durch- 
messer   der    Indicatrix    des   Punktes   M. 
Zwei  solche  Tangenten  werden  conjugirte 
Tangenten  genannt. 
Seien    jetzt    M  Mi    M^   zwei    auf  einander  folgende   Elemente 
irgend  einer  Curve  auf  der  Fläche,  und  legt  man  durch  M,  M^  und  31^ 


Fig.  15a. 


31' 


M. 
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Tangentialebenen,  deren  Schnittlinien  bezüglich  Mi3I\  nnd  M.^M\ 
seien.  Diese  beiden  Richtungen  liegen  offenbar  in  der  Tangential- 
ebene, die  durch  ilf^  geht,  da  dieselben  aber  zugleich  conjugirte 
Tangenten  zu  MM^  und  M-^^M^  sind,  so  hat  man  den  Satz: 

Jede  zwei  benachbarten  Tangenten  einer  behebigen  Curve  auf  einer 
Fläche  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  conjugirten  Tangenten  sich 
schneiden  (oder  parallel  sind.) 

Die  Richtungen  der  Haupttangenteu  in  irgend  einem  Punkt  der 
Fläche  waren  den  Hauptaxen  der  Indicatrix  parallel,  da  letztere  aber 
ebenfalls  conjugirte  Durchmesser  sind,  so  sind  in  jedem  Punkte  die 
Haupttangenten  conjugirte  Tangenten,  und  zwar  die  einzigen,  die 
auf  einander  senkrecht  stehen,  da  unter  den  conjugirten  Durchmessern 
eines    Kegelschnittes    nur    die    Hauptaxen    diese    Eigenschaft   haben. 

Anmerkung.  Die  Sätze  von  der  Indicatrix,  sowie  überhaupt 
die  von  den  Normalschnitten  erleiden  einzelne  Ausnahmen  für  gewisse 
Punkte  und  Linien  auf  den  Flächen.  Sie  entsprechen  den  Fällen, 
wo  die  ersten  oder  zweiten  Differentialquotienten   von  F  die  Werthe 

oo  oder  —  annehmen. 

§  47. 

So  geeignet  diese  Betrachtungen  zur  Auffindung  der  Sätze  über 
die  Krümmung  der  Flächen  sind,  so  bleibt  doch  noch  übrig,  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  beliebige  Lage  der  Coordinaten-Axen  zu 
finden,  um  nicht  in  jedem  einzelnen  Falle  eine  Coordinatentransfor- 
mation  vornehmen  zu  müssen. 

Wenn  man  unter  x,  y,  z  die  Coordinaten  einer  Curve  doppelter 
Krümmung  versteht,  und  sie  sich  gegeben  denkt  als  Funktion  des 
Bogens  s,  dieser  Bogen  von  irgend  einem  Anfangspunkte  an  gerechnet, 
und  wenn  diese  Curve  auf  der  Fläche  F  (x,  y,  2)  =  0  (1)  liegen 
soll,  so  ist  die  Bedingung  dafür  (vgl,  §  33),  dass  die  drei  Gleichungen, 
welche  x,  y,  2  als  Funktionen  von  s  geben,  so  beschaffen  sein  müssen, 
dass  sie,  in  die  Gleichung  (1)  eingesetzt,  diese  zu  der  identischen 
Gleichung  0  =  0  machen.  Man  darf  folglich  die  Gleichung  (1)  nach 
s  differentiiren,  und  erhält  dadurch,  wenn  man  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten erster  und  zweiter  Ordnung  von  F  mit  den  in  §  40 
angegebenen  Buchstaben  P,  Q,  B,  L,  M,  N,^L',  M',  N'  und  die 
Differentialquotienten  von  x,  y,  b  nach  s  durch  die  entsprechenden 
accentuirten  Buchstaben  bezeichnet,  folgende  Gleichung: 

(2)  F-x  -{-Q-y  -^B'S  =0. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  einfach   die,    dass    die  Normale 


einer  Fläche  rechtwinklig  auf  der  Tangente  jeder  Curve  steht,  die 
durch  den  vermöge  der  Normale  bestimmten  Punkt  der  Fläche  geht. 
Denn  heissen  die  Winkel,  welche  eine  solche  Tangente  mit  den  drei 
Axen  bildet,  a,  ß,  y,  so  ist  x'  =  cos  a,  y  ==  cos  /3,  z  =  cos  y,  und 
nennt  man  die  Winkel  der  Normale  mit  den  drei  Axen  u,  ß',  y\  so  ist 

-y/T^J^q^J^W       ^^^^  ']/p2-|-^2_|.jj«  — cosp  ,^ps^^2^j^2  — COS7. 
Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  also  so  schreiben: 

COS  a  •  cos  a'  -f-  cos  /3  •  cos  j3'  -|-  cos  y  •  cos  /  =  0 , 
woraus  das  Obige  sofort  folgt.     Differentiirt  man  ferner  die  Gleichung 
(1)  zum  zweiten  Male  nach  8,  so  erhält  man  zunächst: 

gp 

-ö~  =  Lx  +  'N' y  -\-  M' z  oder  ==  L  cos  a  -\-  N'  cos  ß  -\-  M'  cos  y\ 

OS  , 

^  =  iV'  cos  a  -\-  M  cos  /3  +  -^'  cos  y  und 
^  7? 

-^r-  =  iHf '  COS  a  4-  L'  cos  /3  +  iV  cos  y . 

OS 

Danach    ist   das   vollständige  Diiferential    der  Gleichung  (2)  nach  s 

folgendes : 

(3)  P-x"  -\-Q-y"  -\-B-z'  -}-  L  cos^  a  +  Mcos^  ß -\-  N  cos^  y 

-j-  2L'  cos  ß  cos  y  +  SM'  cos  y  cos«  +  2^'co8ac08/S  =  0. 

Wenn  man  nun  die  Winkel,  welche  der  Krümmungsradius  r 
der  im  Eingange  dieser  Entwickelung  genannten  Curve  mit  den  drei 
Axen  bildet,  mit  k  fi  v  bezeichnet,  und  zwar  so,  dass  der  Krümmungs- 
radius angenommen  wird  als  vom  Curvenpunkte  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte hin  gehend,  so  ist 

cos  k  =  r  •  x\     cos  ft  =  r  •  y\     cos  v  ==  r  -  z", 
und  man  kann  daher,  wenn  man  sie  mit  r  multiplicirt,  die  Gleichung 

(3)  mit  Anwendung  dieser  Bezeichnungen  so  schreiben: 

(4)  P cos  A  -(-  ^  cos  fi -f  JS  cos  V  +  r  ^=  0,  wenn  K=L  cos^  a -\- M cos^ ß 

-j- iV^cos^  y  -f-  2 X' cos /3 cos y -|- 2-^' cos y cos «4-2 -ZV' cos« cos /3. 

Setzt  man  noch  statt  P,  Q,  R  ihre  Werthe  durch  die  Winkel  a  ß'  y 
ein:  P  =  cos  a  ]/P^  -f-  ^^  +  JS^ ,  u.  s.  w. ,  so  wird 

(5)  }/p8  -}-  ^2  _|_  2J2  j  ßog^'  cos  A  +  cos  /3'  cos/t+cos  /  cos  v }  +r-i:=0, 
und  endlich,  wenn  man  die  Klammergrösse 

cos  a  cos  A  -[-  cos  ß!  cos  ^  +  cos  /  cos  v 
durch  )i  bezeichnet: 

(6)  r  =  ->^^  +  ^^4-i?^4- 
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Diese  Gleichung  giebt  zunächst  einen  neuen  Beweis  des  Meus- 
nierschen  Satzes.  Für  jeden  Punkt  M  der  Fläche  sind  P,  Q,  B,  L,  M 
.  .  .  u,  ß',  y  gegebene  Grössen.  Legt  man  nun  durch  die  Fläche 
zwei  einander  im  Punkte  Jlf  berührende  Curven,  so  ist  für  dieselben 
in  M.  auch  a  ß  y  identisch,  mithin  auch  die  Grösse  K^  die  Ausdrücke 
von  r  für  beide  Curven  unterscheiden  sich  also  nur  durch  die 
Werthe  von  yfc.  Es  stellt  diese  Grösse  li  aber  den  Cosinus  des  Winkels 
vor,  welchen  die  Normale  der  Fläche  mit  dem  Krümmungsradius 
jeder  der  beiden  Curven  macht,  und  ist  somit  ein  Maximum,  wenn 
dieser  Winkel  gleich  Null  ist. 

In  diesem  Falle  ist  aber  die  Schmiegungsebene  der  betreffenden 
Curve  in  ilf  ein  Normalschnitt;  also:  Von  allen  sich  in  M  berührenden 
Curven  auf  der  Fläche  hat  diejenige  den  grössten  Krümmungshalb- 
messer, deren  Schmiegungsebene  in  M.  der  Normalschnitt  ist.  Sei  ^ 
der  Krümmungsradius  dieses  Schnittes,  so  ergiebt  sich 

(7)  9  =  -  )/p2  +  q^  +~W-  ^, 

und  für  jeden  andern  schiefen  Schnitt,  der  den  Normalschnitt  berührt : 
h  ==  cos  -O-,  wenn  -O-  der  W^inkel  des  Krümmungsradius  des  betrachteten 
Schnittes  mit  q  ist,  also  für  den  schiefen  Schnitt  ist  der  Krümmungs- 
radius : 

(8)  •  r  =  Q  cos  -&• . 
Dies  ist  der  Meusniersche  Satz. 

§48. 
Da  jetzt  die  schiefen  Schnitte  erledigt  sind,  haben  wir  nur  noch 
die    Normalschnitte    zu    betrachten.     Zu    dem   Ende    wollen   wir    die 
Maxima  und  Minima  des  Ausdruckes 

j/pa  -j-  gü  -I-  Jgii 

icos^a-j-  M  cos*  ß-f-iVcos^y-f-^i''  cos  (3  cos  y  +  2 -M^'  cos  y  cos  a +  2 -ZV' cos  a  cos  /3 
für  den  Fall  bestimmen,  dass  nur  die  Winkel  a,  ß,  y  veränderlich 
sind,  weil  sie  nur  für  verschiedene,  durch  einen  Punkt  gelegte  Nor- 
malschnitte sich  ändern.  Für  diese  Winkel  haben  wir  die  beiden 
Gleichungen: 

(1)  cos^  a  -}-  cos^  ß  -f-  cos^  y  =  1 , 

(2)  P  cos  a  -\-  Q  cos  ß  -\-  R  cos  y  =  0 . 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  dass  der  vorliegende 
Ausdruck  ein  Maximum  und  ein  Minimum  hat,  und  dass  die  beiden 
Tangenten,  für  welche  diese  stattfinden,  auf  einander  normal  stehen. 
Zu  dem  Ende  wollen  wir  Yq  =  u  setzen. 
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Dann  ist  ^2_1^^5^±Z!. 

K 

Legen  wir  nun  durch  Punkt  M  der  Fläche  eine  Gerade  von  Länge  «, 
wo  in  dem  Nenner  die  Winkel  a,  ß,  y  sich  eben  auf  diese  Linie  be- 
ziehen, und  nennen  wir  die  Coordinaten  des  Endpunktes  dieser  Linie 
I  1^  ^,  so  ist  ^  ==  u- cos  a,  t]  =  u-  cos  ß,  t,  =  u-  cos  y,  wo  t,  V  ^  sich 
auf  ein  durch  M  gehendes,  dem  gegebenen  paralleles  Coordinaten- 
system  beziehen.  Befreit  man  nun  die  Gleichung  für  u^  vom  Nenner 
und  setzt  in  ihn  die  Grössen  |  -»/  ^  ein,  so  erhält  man: 

i|2  ^  ^^2  _|_  ^Y^2  _|_  2i'  ^g  _{_  2M'  t^  +  2N'  ^ri^yP'  +  Q'-\-]l% 

d.  h.  wenn  man  so  wie  den  ersten  Strahl  vom  Punkte  M  aus  alle 
möglichen  Strahlen  von  da  aus  zieht  und  auf  ihnen  die  passenden 
Längen  aufträgt,  so  bilden  ihre  Endpunkte  eine  Fläche  zweiten 
Grades,  für  welche  jener  Punkt  Mittelpunkt  ist.  Bei  der  Frage  der 
Krümmungsradien  handelt  es  sich  aber  nur  um  diejenigen  unter  diesen 
Strahlen,  welche  in  der  Tangentialebene  des  auf  der  Fläche  betrach- 
teten Punktes  liegen:  die  Winkel  a,  ß,  y  beziehen  sich  nur  auf  Tan- 
genten. Wir  haben  demnach  auch,  um  die  Werthe  von  q  zu  be- 
stimmen, nicht  sämmtliche  Diameter  dieser  Fläche  zweiten  Grades 
in  Betracht  zu  ziehen,  sondern  nur  diejenigen,  welche  in  der  Tan- 
gentialebene des  betrachteten  Punktes  liegen.  Diese  Tangentialebene 
ist  aber  für  die  Hilfsfläche  zweiten  Grades  eine  Diametralebene, 
schneidet  also  aus  ihr  einen  Kegelschnitt  aus.  Jeder  Kegelschnitt 
mit  einem  Mittelpunkte  hat  eine  grösste  und  eine  kleinste  Axe,  welche 
auf  einander  normal  stehen.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Aus- 
druck für  Q  (7)  einen  grössten  und  einen  kleinsten  Werth  hat,  und 
nicht  mehr,  und  dass  sie  sich  auf  zwei  Tangenten  in  der  Tangential- 
ebene beziehen,  welche  auf  einander  normal  stehen. 

Um  nun  diesen  Maximums-  und  Minimumswerth  von  q  zu  finden, 

haben  wir,   weil  der  Zähler  des  Ausdrucks  ^ ~^  "*" —   constant 

ist,  nur  den  Nenner  K  zum  Minimum  oder  Maximum  zu  machen. 
Schreiben  wir  statt  der  cos  der  drei  Winkel  a,  ß,  y  der  Kürze  halber 
a,  ß,  y,  so  haben  wir  also  die  Grösse 

La'  -f  Mß'  +  Ny'  -\-  2L'  ßy  +  2M'  ya  +  2N'  aß 

zum  Minimum  oder  Maximum  zu  machen,  wobei  die  beiden  Glei- 
chungen a^  -\-  ß^  -i-  y^  =  1  und  Pa-\-  Qß  -{■  Ey  =  0  bestehen.  Man 
hat  also  hier  eine  sogenannte  Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder 
Minimums  zu  lösen,  was  so  geschieht: 
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Man  addire  zu  der  Grösse  K  die  beiden  Bedingungsgleiehungen^ 
jede  mit  einer  constanten  Grösse  multiplicirt: 

J^2E{Pa-\-Qß-^By)  =  0, 
diese  Gleichung  differentiire  mau  nach  den  drei  Variabehi: 
(9)Za  +  iV'/3  +  JfV  +  £a-|-£'P=0,  N'a-\-Mß-^L'y  +  aß-\-BQ  =  0 
M'a  +  L'ß  +  Ny  -\-  sy -^  s  R  =  0 

und  aus  diesen  hat  man  a,  ß,  y  zu  bestimmen. 

Wir  multipliciren  sie  zunächst  der  Reihe  nach  mit  a,  ß,  y  und 
addiren  sie,  wodurch  wir  s  finden:  K-\-  e-l  +£''0  =  0;  also  e  =  — K. 
Substituiren  wir  dies,  so  werden  die  Gleichungen  (9) 

{lO){L  —  K)a-\-N'ß+M'y=-sP,N'a-{-(M—K)ß-^L'y  =  —  £Q 
M'a  -\-  L'ß  +  {N  —  K)  y  =  -  sR. 

Bestimmen  wir  aus  diesen  Gleichungen  cc,  ß^  y^  so  erhalten  wir, 

L  —  K,  N',  M' 

wenn    wir    den    gemeinsamen    Nenner     N' ,  M — K,  L' 

M',  r  N—K 

=  ^  setzen: 

—  ^.^.a  =  P({M~IC)'{N-K)  —  L'') 

+  Q  {{11 M'  —  N'{N—K))-\-B  {N'L'  -  M'  {M-  K)) 

~  j,'  zJ  'ß  =  P{L'M'  -  N'  {N-  K)) 

J^Q{{N-  K)  {L-~K)  —  M'')  +  R  {MK  -  L'  {L  -  K)) 

_  i  .  ^  .  y  ^P{N'L'  —  M'{M~  K)) 
+  Q  {M'N'  -  L'  {L-  K))  +  R{{L  —  K){M-  K)  —  N'') . 
Multipliciren    wir    diese   drei   Gleichungen   der  Reihe    nach    mit 
P,  Q,  R,  und  addiren,  so  kommt ,  •  zi  •  0,  d.  i, 

{n)[P''{{M~K){N—  K)  -  L'^)  +  Q^  {{N—K){L  -  K)  -  M'') 

+  R^  {{L  -  K)  {M—  K)  -  N'"") 
-J-2QR  {M'N'  —  L'{L  —  K))-^2RP  {N'L'  —  M'  {M-  K)) 

-]-2PQ  {L'M'  -  N'  {N-  K)), 

welche  Gleichung  in  Beziehung  auf  K  offenbar  vom  zweiten  Grade 
ist.  Die  Wurzeln  derselben  (die  sich  auf  das  grösste  und  kleinste 
Q  beziehen),  seien  K^  und  K^,  und  es  ist  somit 


,^  =  vy^+^^  „„d  ^^ _ V^  +  Q-  +  B' [^^ < ^j 
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der  Werth  des  grössten  und  des  kleinsten  Krümmungsradius  aller 
Normalschnitte,  die  durch  einen  gegebeneu  Punkt  der  Fläche  gelegt 
werden  können. 

§  49.  . 

In  Beziehung  auf  die  Gleichung  (11)  bleibt  uns  noch  nachzu- 
weisen, dass  sie  stets  zwei  reelle  Wurzeln  hat.  Wir  verbinden  da- 
mit den  Beweis  dafür,  dass  die  Werthe  der  Cosinus  a,  ß,  y,  die  man 
vermittelst  der  Gleichungen  (10)  aus  diesen  beiden  Wurzeln  K^  und 
K^  bestimmen  kann,  zu  zwei  Linien  gehören,  die  auf  einander  nor- 
mal stehen.  Man  findet  die  Cosinus  a,  ß,  y,  welche  zu  dem  einen 
K  gehören,  aus  (10),  und  eliminirt  dann  noch  die  Grösse  s'  mittelst 
der  Gleichung  a^  -{-  ß^  -{-  y^  =  1.  Man  setze  dann  statt  des  ersten 
K  das  andere* ein,  und  erhält  dadurch  ein  zweites  System  a,  ß,  y, 
welches  zu  einer  andern  Tangente  gehört.  Es  seien  «j ,  ß^  ^  y^  die 
Werthe  von  a,  ß,  y,  welche  zu  dem  Wurzel  werthe  K^  gehören,  und 
«2,  /Sg,  ^2  ^iß;  welche  zu  JTg  gehören.  Dann  haben  wir  die  Glei»- 
chungen  (10) 

iL  -  K,)  a,  +  N'ß,  +  M'y,  =  -  f/  P 
und  zwei  ähnliche,  oder  wie  wir  schreiben  wollen: 

La,  +  N'ß,  +  M'y,  =  -  e,' F  +  K,a, 

(12)  N'cc,  +  Mß,  +  L'y,  =  -  a.'Q  +  K,ß, 
M'a,  +  L'ß,  +  Ny,  =-  a,' R  +  K,y, 

La^  +  N'ß^  -f  M>2  =  -  f/P  4-  ^2«2 
(12*)  N'a^  +  Mß,  +  L'y^  =  -  VÖ  +  K,ß, 

Ma,  +  L'ß,  +  Ny,  =  -  8.^R  +  K,y,. 

Multipliciren  wir  das  System  (12)  der  Reihe  nach  mit  cc-i,  ß^jy^, 
und  addiren,  so  erhalten  wir: 
La,a,  +  Mß,ß,  -f  Ny,y,  -f  L'{ß,y,  +  yM  +  M'  {y,cc,  +  a,y,) 

+  N\a,  ^1  +  ^2  «i)  =  -  ^i'(^«2  +  Qß2  +  Ry^)  +^i  («i«2  +  ^1  ^2  +  Vi  y«), 
wo    noch    das    Glied  --  «/  (Pfty  +  Qß^  +  P^J  =  0    ist,    weil 
Pa  -\-  Qß  -\-  Ry  =  0.     Aehnlich  erhält  man  aus  (12*) 
La,a,  +  Mß,ß,  +  Ny,y,  +  L'  (ß,y,  -f  yM  -f  M'  (y,a,  -f  tt,y,) 

-^N'{a,ß,-^ß,a,)  =  ~s,'(Pa,-j-Qß,-]-Ry^)  +  K,(a,a,-{-ß,ß,-i-y,y,l 

und  da  wiederum  —  e.^' (Pcc,  +  Qß,  +  Py,)  =  0  ist, 

(13)  K^  («,  cc,  ■^ß.ß,-^-  y,  y,)  =  K,  («,  «,  +  ß,  ß,  +  y^  yj 
oder  {K,  -  /Q  («1  «2  +  ^1  /32  +  ri  72)  =  ^■ 

Diese  Gleichung  kann  erstens  dadurch  erfüllt  werden,  dass 
^1  —  ^2  =  0  ist,  d.  h.  dass  die  Gleichung  (11)  in  jedem  Falle  zwei 

JoACHiMsiHAL,  Anwendung  d.  Differentialreohn.     2.  Aufl.  _6 
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gleiche  Wurzeln  hat.  Dieser  Fall  tritt  offenbar  ein,  wenn  die  In- 
dicatrix  ein  Kreis  ist,  dann  ist  das  Maximum  und  Minimum  der 
Krümmungsradien  der  Normalschnitte,  also  die  Krümmungsradien 
sämmtlicher  Normalschnitte  gleich;  da  dieser  Fall  aber  nur  aus- 
nahmsweise eintreten  kann,  so  wollen  wir  ihn  zunächst  ausschliessen. 
In  jedem  andern  Falle  hat  man: 
(14)  a,  a,  +  ß,ß,  +  n  Y,  =  0, 

d.  h.  die  beiden  Tangenten,  zu  denen  die  Krümmungshalbmesser  ge- 
hören, stehen  auf  einander  normal.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  zu- 
gleich fast  von  selbst,  dass  die  quadratische  Gleichung  (11)  nur 
reelle  Wurzeln  hat.  Wenn  man  nämlich  die  Winkel  a  ß  y  in  der 
oben  angegebenen  Weise,  vermittelst  der  Gleichungen  (10)  und  der 
Gleichung  a^  -j-  /3^  -f-  y^  =  1  darstellt,  so  ergeben  sich  u^  ßi  y^  als 
dieselben  Functionen  von  K^,  wie  «^  ß^  7^  ^^^  ^2-  Setzt  man  also 
a^  =  (p  {Ky),  so  -würde  a^  =  q)  {K^.  Gesetzt  den  Fall,  K^  und  K.^ 
vsrären  imaginär,  so  müsste  K^  die  Form  haben  a  -\-  a  ■  i  und  K.^ 
die  Form  a  —  d  ■  i.  Es  würde  also 
o^i=<p{ci-\-  d-  i),  a.^  =  (p{(i  —  «'•  i)  oder  ai  =  Ä-{-  Ä'-i,  a.^  =  A  —  A-  i, 

und  demgemäss  a^  ■  a2  ==  Ä^  -\-  Ä'-,  also  wesentlich  positiv.  Ebenso 
würde  auch  ß^  jSg  und  y^  y^  wesentlich  positiv  werden.  Da  aber  die 
Summe  positiver  Grössen  nicht  Null  werden  kann,  so  müssen  beide 
K  reell  sein. 

§  50. 
Wir  wollen  nun  noch,  ehe  wir  die  gewonneneu  Resultate  an- 
wenden, eine  Gleichung  ableiten,  die  allerdings  zur  wirklichen  Be- 
rechnung der  Krüinmungsradien  viel  unbrauchbarer  ist  als  die  Glei- 
chung (11),  aber  oft  gegeben  wird.  Sie  macht  die  Voraussetzung, 
dass  die  Gleichung  der  Fläche  nach  der  einen  Coordinate  aufgelöst 
ist:  (p  (x,  y)  —  z  =  0.  Bildet  man  von  dieser  Gleichung  der  Fläche 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung, 
so  erhält  man 

p  =  (p'  (x)     q  =  (p  iy)     r  =  (f"  (x)     s  =  (p"  {x,  tj)     t  =  tp"  (y); 

es  ist  somit 

l>^p^Q^q^E  =  -i;  L  =  r,M^t,N  =  0;L'=^0,M'  =  0,N'  =  .s 

Somit  wird  die  Gleichung  (11) 

0  =  -p^K{t  —  K)-q^K{r-IC)-\-{r-K){t-K)  —  s^-\-2pqsK 

oder,  nach  K  geordnet 

0  =  (rt-s')-  {(j)'-\-l)t-2pqs-h(q'-\-l)r]  K -\- {1 -j- p' -\- q') K'. 
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Multiplicirt    man    diese    Gleichung    mit    (1  +  i?^  +  q^),    dividirt    sie 
durch  K^  und  setzt  alsdann  q  =  -^  -  31^ JILi    ein,  so  wird  sie: 

0  =  (rt  —  s^)  Q^ 


-  { (1  +  q')  r  -  2pqs  +  (1  +p2)^j  yi  ^^^2  _^  ,^.  ^  ^  (i  ^^2  _,_  ^,y^ 

Will  man  jedoch  diese  Formel  benutzen,  so  hat  man,  weil  man 
die  Gleichung  der  Fläche  nach  z  auflösen  muss,  sehr  viel  Rechnung, 
und  diese  wird  schon  beim  Ellipsoid  so  complicirt,  dass  Dupin,  der 
sie  angestellt  hat,  ganz  überrascht  war,  dass  das  Endresultat  nach 
so  vielen  Gleichungen  ein  so  einfaches  ist.  Uebrigens  lässt  sich  an 
diese  Form  der  Gleichung  noch  die  Bemerkung  knüpfen,  dass  eine 
Fläche  in  jedem  Funkte  entgegengesetzte  Hauptkrümmungen  hat,  in 
welchem  sie  von  ihrer  Tangentialebene  geschnitten  wird.  Denn  be- 
zeichnet   man    die    beiden  Krümmungsradien  mit  q^   und  q,^,    so  ist 

aus  der  obigen  Gleichung  q^-  q^  =  ~^j~_^^  '    und  dieser  Ausdruck 

wird  negativ,   d.  h.  q^   und  q^   haben  entgegengesetztes  Zeichen,   so- 
bald rt  ■ —  s^  negativ  ist  (cf.  §  39). 

Noch  eine  andere  specielle  Form,  die  nicht  ohne  Interesse  ist, 
gilt  für  den  Fall,  dass  in  der  Gleichung  der  Fläche  F  {x,  y,  z)  =0 
die  Variabein  getrennt  sind,  dass  sie  also,  wenn  X  eine  Function 
von  X  allein,  Y  eine  Function  von  y  allein,  Z  eine  Function  von  z 
allein  bedeutet,  die  Form  hat  X  +  Y  -\-  Z  =0,  wie  dies  z.  B.  bei 
den  Paraboloiden  und  den  Flächen  zweiten  Grades  der  Fall  ist, 
welche  einen  Mittelpunkt  haben.     Es  wird  nämlich  alsdann 

P=  X',  ^  =  r,  jR  =  Z';  L  =  X",  M=  Y",  N=Z"- 

r=o,  jf'=o,  N'=o, 

und  somit  die  Gleichung  (11) 
0=:^P\M—K){N-K)-\-Q'{N-K)(L  —  K)-i-R'(L-K){3I-K) 

oder  wenn  man  mit  dem  Producte  {L  —  K)  {M —  K)  (N —  K)  dividirt: 

p*  Q^         R^  x'^         y*         Z'* 

Zum  Beispiel  wird  für  die  Flächen  zweiten  Grades,  welche  einen 
Mittelpunkt  haben,  und  die  in  der  Gleichung 

enthalten  sind,  jeder  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  gegeben  durch 


9  = ^ , 


6* 
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wo  man  für  K  nacheinander   die  beiden  Wurzeln   der  quadratischen 

A^x^  B^ii'^  C^z^ 

Gleichung  0  =  x_:~ä^  ~I~  B  —  k  ~f~  c  —  K  einzusetzen  hat. 

Auch  über  die  Richtung,  in  welcher  bei  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  die  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Hauptkrümmungsradien  zu 
liegen  kommen,  können  wir  uns  leicht  Aufschluss  verschaffen.  Nach 
der  Formel  (7)  ist  der  Krümmungsradius  irgend  eines  Normalschnittes 
gegeben  durch  die  Gleichung 


yp'^  J^Q^-^B-' 


^      L 908^ a -f-  Mcos^ß-{-Ncos^y-\- 2 L'cos  ß cosy -f- 2  M 'cosy  cos a  +  2 N'cos cc cos ß 

Hiernach  erhält  man  z.  B.  für  das  Ellipsoid  -?  +  »^2  +    2  —  1=0 
folgenden  Ausdruck: 


V: 


-  _  .  r  +  ?: 

„4  T  j4  -r  g4 


"^        1    ^  1  i 

■—r  COS*  «  4-  — r  COS"  ß  +  --.  cos*  y 

Die  Ausdrücke  in  Zähler  und  Nenner  sind  leicht  zu  interpretiren. 
Legt  man  nämlich  an  den  betreffenden  Punkt  (x,  y,  s)  eine  Tangen- 

tialebene,    so    ist    die   Gleichung  derselben  — ä"f"/T  +  S  —  1=0. 

Daraus  folgt:  die  Entfernung  p  des  Mittelpunktes  des  Ellipsoids  von 
dieser  Ebene  ist 

1 

'  |)  =     -— _  I 

1/^  1  1!  1  ?! 

r   a*    "^    ö*  "^  C 

der  Zähler  des  Ausdrucks  für  q  ist  also  der  reciproke  Werth  von  p. 
Da  ferner  cc,  ß,  y  die  Winkel  sind,  welche  die  Tangente  des  Normal- 
schnitts mit  den  drei  Axen  bildet,  so  sind,  wenn  man  dieser  Tan- 
gente einen  Radius  des  Ellipsoids  parallel  zieht  und  seine  Länge 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Fläche  mit  d  bezeichnet,  die  Coordinaten 
seines  Endpunktes  dcosa,  dcosß,  dcosy,  für  welche  die  Gleichung 
des  Ellipsoids  gelten  muss,  so  dass  also 

,2  fcos*«    ,    cos*  ß        cos'  y )        .  _  -. 

ist.  Demnach  ist  zweitens  gefunden:  der  Nenner  von  q  ist  der 
reciproke  Werth    von  d^.     Es    ist   also   der  Krümmungsradius  jedes 

Normalschnittes  q  =  — ,  wo  d  der  Radius  ist,  der  der  Tangente  des 

Normalschnitts  parallel  geht,  und  p  die  Entfernung  der  Tangential- 
ebene vom  Mittelpunkte.  Für  das  System  aller  Normalschnitte, 
welche  in  einem  Punkte  des  Ellipsoids  möglich  sind,  bleibt  nun  p 
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ungeändert,  d  beschreibt  eine  Ellipse  parallel  tler  Tangentialebene: 
daraus  geht  hervor,  welches  die  Richtungen  der  grössten  und  kleinsten 
Krümmung  sein  werden:  man  hat  für  sie  nur  die  Hauptaxen  des 
Diametralschnitts  zu  bestimmen.  Wir  haben  also  den  Satz:  Bei 
einem  Ellipsoid,  oder,  da  die  Vorzeichen  von  a^,  h^,  ^  nicht  in  Be- 
tracht gekommen  sind,  allgemein:  Bei  jeder  Fläche  zweiten 
Grades  mit  einem  Mittelpunkte  erhält  man  die  Richtungen 
des  am  meisten  und  des  am  wenigsten  gekrümmten  Normal- 
schnitts, indem  man  zuerst  die  Hauptaxen  desjenigen  Diametral- 
schnitts bestimmt,  der  der  Tangentialebene  parallel  ist,  und  vom 
gegebenen  Punkte  der  Fläche  aus  Tangenten  zieht,  welche  diesen 
Axen  parallel  sind. 

Es  bietet  sich  hier  zugleich  eine  andere  Frage  dar:  Giebt  es 
Punkte,  wo  alle  Normalschnitte  dieselbe  Krümmung  haben?  Dies 
kann  nur  da  sein,  wo  die  Tangentialebene  parallel  ist  den  Kreis- 
schnitten. Wir  kommen  bald  noch  auf  solche  Punkte,  die  man 
Nabelpunkte  (besser  sphärische  Punkte  nennt)  zurück,  und  be- 
merken nur,  dass  das  Ellipsoid  ilirer  vier  hat,  welche  in  der  Ebene 
der  grössten  und  kleinsten  Axe  liegen.*) 

§  51. 

Wir  wollen  unsre  Formeln  nun  noch  specialisiren  für  die  Ro- 
tationsflächen. Eine  Rotations-  oder  Revolutions-fläche  ist 
eine  Fläche,  die  entsteht,  indem  eine  Curve  sich  um  eine  Axe  be- 
wegt. Jeder  Punkt  der  rotirenden  Curve  erzeugt  bei  der  Bewegung 
einen  Kreis,  dessen  Ebene  durch  die  auf  ihr  normale  Axe  im  Mittel- 
punkte getroffen  wird.  Offenbar  aber  kann  man  jede  Rotationsfläche 
entstanden  denken  durch  Rotation  einer  ebenen  Curve  in  Bezug 
auf  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade.  Denkt  man  sich  nämlich 
irgend  eine  doppelt  gekrümmte  Curve  um  irgend  eine  Axe  rotiren, 
bis  sie  die  Rotation  vollendet,  und  in  der  entstehenden  Fläche  einen 
ebenen  Schnitt  durch  die  Rotationsaxe  gelegt,  so  erhält  man  dadurch 
diejenige  ebene  Curve,  deren  Rotation  um  dieselbe  Axe  dieselbe 
Fläche  hervorbringt. 

Wollen  wir  nun  die  Hauptkrümmungsradieu  einer  jeden  Ro- 
tationsfläche finden,  Fig.  16,  so  kommt  es  zunächst  darauf  au,  die 
Gleichung    dieser  Art  Flächen  aufzustellen.     Die  Gleichung  der  ro- 

*)  Diese  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  auf  beliebige  Flächen  ausdehnen, 
wenn  man  statt  des  der  Tangentialebene  parallelen  Diametralschnittes  den  ihr 
parallelen  imendlich  nahen  Schnitt,  also  die  Indicatrix  setzt. 
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tirenden  Curve,   welche  wir  als  eben  annehmen,  wird,  wenn  wir  die 
Rotationsaxe   zur  z-Axe   wählen,    die  Form   haben  z  ==  /(l).     Wenn 
Fig.  16.  diese   Curve  rotirt,   so   behält  während   der  Rotation 

jeder  Punkt  unverändert  sein  0,  es  ändern  sich  aber 
die  beiden  andern  Coordinaten  x  und  y,  so  jedoch, 
dass  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  ^-Axe  näm- 
lich y»^  -|-  y^  immer  dieselbe  bleibt  und  zwar  |. 
Es  ist  also  die  Gleichung  jeder  Rotationsfläche,  wenn 
die  0-Axe  Rotationsaxe  ist,  z  =  fQ/x^  +  V^)  oder 
auch  z  =  q)  {x^  -{-  if),  wenn  man  /*(|)  =  ^(1^) 
setzt,  d.  h.  in  der  Gleichung  der  Fläche  kommen, 
wenn  man  sie  nach  z  auflöst,  die  Coordinaten  x  und 
y  nur  so  vor,  dass  sich  der  ganze  Ausdruck  immer 
in  x^  -\-  if  und  dessen  Potenzen,  Vielfache  u.  s,  w.  zu- 
sammenfassen lässt. 

Wir  wollen  in  der  folgenden  Untersuchung  die 
Gleichung  der  Fläche  so  schreiben:  z  =  fQ,),  wo  ^^  ==  x^  -\-  y^, 
und  wenden  nun  zur  Auffindung  der  Halbmesser  der  grössten  und 
kleinsten  Krümmung  im  Punkte  (x,  y,  z)  die  erste  in  §  50  er- 
wähnte Form  der  allgemeinen  Gleichung  (11)  an,  weil  die  Glei- 
chung der  Fläche  nach  z  aufgelöst  ist.  Wir  bilden  uns  zu  dem  Ende 
die  DiflPerentialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung: 


P  =  n^)'E'   ^-f^^)  ,r 


Dabei  ist 


dx'  dy  ">"  '  ^^^'  dx  -dij' 

^'  dx~  ^,'  ^' 


^  =  /ll) -(11)'  + /■'(!) 


dy' 


dy 


1, 


dx    dy 


==l 


und  folglich 

\dx)    ^  ^  dx 
also 

s  =  f" 


dx  •  dy 


=  y 


=  0, 


^^^-^P 


(11)+^ 


1, 


+  r 


1^  -  x' 


+  r-|. 


xy 


r 


xy 


t-=r-t  +  f' 


Diese  Ausdrücke  hätten  wir  nun  in  die  oben  erwähnte  Glei- 
chung für  Q  einzusetzen,  und  wo  möglich  die  dadurch  entstehende 
Gleichung  zu  vereinfachen.  Da  sich  aber  innerhalb  desselben  Parallel- 
kreises  die  Punkte    der  Fläche  in  jeder  Weise  gleich  verhalten,  so 
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können  wir  für  die  folgende  Entwicklung  einen  beliebigen  Punkt 
eines  solchen  Parallelkreises  zu  Grunde  legen  und  das  Resultat  wird 
allgemein  für  jeden  Punkt  des  Parallelkreises  gelten.  Wir  wählen, 
weil  dadurch  die  Untersuchung  am  einfachsten  wird,  denjenigen 
Punkt,  wo  die  Fläche  die  0a;-Ebene  schneidet:  dort  ist  y  =  0  also 
X  ==  ^  und 

P-=f',     (/  =  <';     r  =  f",     6=0,     ^=r-y- 
Danach  wird  die  Gleichung  für  q 

^  q'  -  (/"  +  (1  +  n  ^j)VT+r  •  c  +  (1  +  rf = o, 

welche  wir  auch  so  schreiben  können: 

.     (^  yv^r  ,  (1  +  /'^)h  „  .  ^  (1  +  rf  _  ^ 

in  welcher  Form  man  sogleich  erkennt,  dass  die  beiden  Wurzeln 
für  Q  sind 

Da   die   Gleichung  z  =  f  (^)    die    der  Meridiancurve  ist,  so   ist 

die   zweite   Wurzel   q   zugleich   der  Krümmungsradius   des  Meridians; 

mithin  ist  der  Krümmungsradius  des  Meridians  der  Krümmungsradius 

eines  Hauptschnitts.   Der  zweite  Hauptschnitt  steht  normal  auf  diesem. 

I Vi  I  r 
Sein  Krümmungsradius  ist  7^      ,  ein  Ausdruck,  welcher  sich  auch 

leicht  geometrisch  deuten  lässt.  Denkt  man  sich  nämlich  an  die 
Meridiancurve  im  Punkte  (|,  0)  eine  Tangente  gezogen,  welche  die 
^-Axe  unter  dem  Winkel  a  schneidet,  so  ist  auch  der  Winkel  der 
Abscisse  |  mit  der  Normale  des  vorliegenden  Punktes  gleich  a. 

Es  ist  aber  /'=  cot«,  also       T'    ==3^^  und  mithin  die  Grösse 

des  zweiten  Hauptkrümmungshalbmessers  =  -^^^ ,  d.  i.  gleich  der 
Normale  vom  Curvenpunkt  bis  zur  ^-Axe.  Wir  haben  also  folgen- 
den Satz: 

Die  Hauptkrümmungsradien  in  einem  Punkt  einer  üm- 
drehungs fläche  sind  an  Länge  gleich  dem  Krümmungsradius  des 
Meridians  in  jenem  Punkte  und  resp.  dem  Stück  der  Normale  des 
Meridians  in  jenem  Punkte,  welches  zwischen  dem  Punkte  und  der 
2-Axe  liegt.  Dass  die  Hauptschnitte  selbst  bezüglich  der  Meridian 
und  der  auf  ihm  normale  Schnitte  sind,  ergiebt  sich  hieraus  leicht. 
Der  Kreis,  den  Punkt  M  beschreibt,  steht  nämlich  in  diesem  Punkte 
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auf  der  Meridianebene,  und  folglieh  auch  auf  der  Normale  des  Meri- 
dians senkrecht.  Die  Letztere  ist  also  auch  Normale  der  Fläche. 
Die  beiden  betrachteten  Schnitte  sind  also  Normal  schnitte  und  da 
ihre  Krümmungsradien  Maximum  und  Minimum  sind,  Hauptschnitte. 
Was  sich  hier  gezeigt  hat,  dass  nämlich  die  beiden  Wurzeln 
von  Q  reell  sind,  gilt  allgemein:  es  lässt  sich  beweisen,  dass,  so 
lange  p,  2,  r,  s,  t  selbst  reell  sind,  auch  die  beiden  Werthe  von  q 
reell  sind.  Der  Bew^eis  gründet  sich  darauf,  dass  der  Radicand  der 
Quadratwurzel,  welche  in  dem  Ausdruck  für  q  sich  ergiebt,  sich  in 
eine  Summe  positiver  Grössen  zerlegen  lässt.  Der  Radicand  lautet 
nämlich 

((1  +y)^-  2pqs  +  (1  +  q')ry  ^ ±^' +~?-  _  (1  +/  -f  q^f  (rt  -  s'O, 

und  dies  ist,  wovon  man  sich  überzeugt: 

^-=^^-{  {(1  +f)i-a  +  c/)r-{-  2pq  (^,  -  s)y 

§  52. 

Aufgabe.  Wie  findet  man  allgemein  diejenigen  Punkte  einer 
Fläche,  in  welchen  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  und  folglich 
auch  alle  Krümmungsradien  einander  gleich  sind,  oder:  Wie  findet 
man  die  Nabelpunkte  einer  Fläche  allgemein?     (Cf.  §  50.) 

Dieselben  werden  gefunden,  wenn  man  die  eben  gefundenen 
Radicanden  gleich  Null  setzt.  Nimmt  man  hierzu  die  Gleichung  der 
Fläche,  so  würden  für  die  Coordinaten  x,  y,  z  nur  zwei  Gleichungen 
existiren,  und  dem  entsprechend  auf  jeder  Fläche  eine  ganze  Curve 
von  Nabelpunkten  vorhanden  sein.  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall 
ist,  folgt  daraus,  dass  der  Radicand  als  Summe  von  2  noth wendig 
positiven  Grössen  nicht  Null  werden  kann,  ohne  dass  seine  beiden 
Glieder  einzeln  verschwinden.  Ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  wo 
diese  beiden  Glieder  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  den 
man  gleich  Null  setzen  kann.  In  diesem  Falle  ist  dann  wirklich 
eine  Curve  von  Nabelpunkten  vorhanden.    In  jedem  andern  Falle  hat 

man  die  beiden  Gleichungen  v^r~~s  —  s  =  0  und  {^  -\-  p^)  t  —  (\  -{-  c^)  r 

r  s  t 

=  0,  welche  wir  auch  so  schreiben  können:    ,  - — -,  =    -  =  t-t-  v 

'  1  -|-  jp''        pq         1  +  (f 

Das  heisst: 

Die  Fläche  ß  =  f(x,  y)  hat  Nabelpunkte  da,  wo  die  drei  zweiten 
partiellen  Diiferentialquotienten  von  z  nach  x  und  y,  nämlich  r,  s,  t 
proportional  sind  bezüglich  den  Ausdrücken:  1  -f-jp^,  pq,  1  +  q^. 
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Eine  andere  Ableitung  hierfür  ist  folgende.    Nach  der  Formel  (7) 
ist  der  Krümmungsradius  irgend  eines  Normalschnitts 

yp^  4-  <^2  4-  JB« 
()  = ^ , 

oder   wenn    man    sich    die  Gleichung   der  Fläche  auf  die  Form  z  = 


/  (^;  y)  gebracht  denkt:   q  = ^ — _!^p!-+_3_+J^^ —  worin 

^    "  ^  r  cos^a -|- 2r  cos  a  cos  ß -j- *  COS'' ß' 

für  a,  ß,  y  die  Gleichungen  gelten 

cos'''  tt  +  cos^  ß  -\-  cos^  7  =  1,      i?  cos  a  -j-  g'  cos  /3  =  cos  7, 
oder  mit  Elimination  von  cosy: 

(1  +  p^)  cos^  a  -\-  2pq  cos  a  cos  /3  -f-  ( 1  +  S^'O  cos^  /3  =  1. 

Für  einen  Nabelpunkt  sollen  nun  alle  Normalschnitte  dieselbe  Krüm- 
mung haben.  Es  muss  also  in  dem  Ausdrucke  für  q,  weil  der  Zähler 
für  jeden  Punkt  der  Fläche  constant,  der  Nenner  immer  denselben 
Werth  beibehalten,  welche  Werthe  man  auch  dem  cos«  und  cos/3 
beilegt,  vorausgesetzt,  dass  diese  der  aufgestellten  Bedingungs- 
gleichung für  cos  a  und  cos  ß  genügen.  Es  ist  also  die  Frage :  in 
welchem  Falle  wird  der  Ausdruck  r  cos^a  -f-  2s  cosa-cos/3  +  tcos'^  ß 
beständig  denselben  Werth  beibehalten,  während  für  a  und  ß  nur 
die  Gleichung  stattfindet 

(1  -{-  p^)  cos'"*  cc  +  2pq  cos  a  cos  ^  +  (1  +  fZO  cos'"^  /3  ==  1. 
Der  Werth  des  Nenners  sei  beständig  gleich  A,  so  ist  also 

r  cos^  a  -{-  2s  -  cos  a  •  cos  ß  -\-  t  -  cos'"*  ß  =  X. 
Andrerseits  haben  wir  aus  der  Bedingungsgleichung 

A  (1  +  p^)  cos^  a  -f-  2lpq  cos  a  cos  ß  -\-  X  (\  -\-  (f)  cos''*  ß  =  X. 

Damit  also  die  erste  Gleichung  nicht  nur  für  eine  Anzahl  Werth- 
systeme  von  cc  und  ß,  sondern  für  jeden  beliebigen  Werth  von  a 
und  den  vermöge  der  zweiten  Gleichung  dazu  gehörigen  von  ß  be- 
stehe, müssen  sich  a  und  ß  aus  beiden  Gleichungen  nicht  bestimmen 
lassen,  die  beiden  Gleichungen  müssen  identisch  sein,  d.  h. 

r  =  X  {1  -^ p^)     s  =  Xpq     t  =  X(l  -\-  q^,  wie  oben. 

Bestimmen  wir  hiernach  die  Nabelpunkte  eines  Ellipsoids.     Die 

Gleichung  desselben  sei:  -2  +  p  +  72  =  1;  ^ir  erhalten  sogleich: 


_        e-'  (a^z^  -f  c^x^)  _        c*  (&'  —  y') 
*■  —  ^^»  —  a«  b*  z'     ' 
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Die  Gleichung  |)gr  =  s  (1  +  p^)  kann  dann,  wie  leicht  zu  sehen, 
nur  erfüllt  werden,  wenn  x,  y  oder  s  gleich  Null  wird.  Die  Glei- 
chung: t  (1  +  jp^)  =  r  (1  4-  (f)  nimmt  die  Gestalt  an: 

Nehmen  wir  an,  dass  b  die  mittlere  Halbaxe  sei,  und  setzen  zunächst 
X  =  0,  dann  wird  unsere  Gleichung: 

oder  a^&^  (a''  —  b^)  z^  ==  a^c^  (c^  —  a^)  if , 

welche  Gleichung  unmöglich  ist,  da  die  beiden  Seiten  verschiedene 
Vorzeichen  haben.  Die  Nabelpunkte,  wenn  deren  vorhanden  sind, 
können  also  nicht  in  eine  Hauptebene  fallen,  durch  welche  die 
mittlere  Axe  geht,  sie  liegen  also  in  der  Ebene  der  grössten  und 
kleinsten  Axe;  sei  demgemäss  y  =  0,  so  erhalten  wir: 
d'b'^  (a'  -^  b^)  z^  =  b''c^  {V'  -  c^)  x^ 
X         ^.     a  1 /«^  —  ö^ 

oder  da  a^ 2^  =  &  ia^  —  x?^  ist: 

(«2  _  J2^)  (^^2    ,_  ^2^)   _   (^2   _   ^^^^  ^2^        ^2  (^2    _   J2^)  _  ^2  ^^2    _   ^2^) 

Durch  Combination  der  Zeichen  ergeben  sich  also  4  Nabelpunkte. 

B.   Die  Gleichung  der  Fläche  sei  gegeben 
in  der  Form  (3)  (§  24). 

5.   Einleitendes. 

§  53. 
Nachdem  wir  bis  jetzt  bei  den  Untersuchungen  über  die  Flächen 
die  Form  F  {x,  y,  z)  =  0  der  Gleichung  oder  die  speciellere  z  == 
fix,  y)  zu  Grunde  gelegt  haben  (cf.  §  28),  wollen  wir  jetzt  annehmen, 
dass  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  folgenden  Systems  ge- 
geben sei:  Jede  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z 
sind  Functionen  zweier  neuen  Grossen,  die  wir  durch  ti  und  v 
bezeichnen  wollen.  Lösen  wir  jetzt  die  Aufgaben,  die  wir  bisher 
für    rechtwinklige   Coordinaten  gelöst    haben,    für   diese    neue  Form 
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der  Gleichung,  so  bekommen  wir  zwar  weitläufigere,  aber  auch  viel 
symmetrischere  Formeln.  Wir  recapituliren  zunächst  kurz,  was 
über  diese  Art  der  Darstellung  einer  Fläche  in  den  §§  24  bis  27 
gesagt  ist. 

Betrachtet  man  in  den  drei  Gleichungen,  welche  die  drei  Coor- 
dinaten  x,  y,  z  als  Functionen  von  u  und  v  geben,  zunächst  u  als 
constant,  dagegen  v  als  veränderlich,  so  erhält  man  eine  Curve, 
welche  auf  der  Fläche  liegt.  Zu  jedem  Werthe  von  u  wird  eine 
solche  Curve  gehören,  in  deren  Gleichungen  v  die  unabhängige 
Veränderliche  ist,  und  jede  solche  Curve  wollen  wir  nennen  eine 
Curve  V:  Ebenso  wollen  wir  eine  Curve,  welche  sich  durch  die 
Annahme:  v  constant,  also  u  variabel,  ergiebt,  nennen  eine  Curve  U. 
Sämmtliche  Curven  V  ordnen  sich  in  ein  System,  und  sämmtliche 
Curven  U  in  ein  zweites,  so  dass  also  die  ganze  Fläche  mit  zwei 
Systemen  von  Curven  überzogen  gedacht  wird.  Jeder  Funkt  der 
Fläche  wird  alsdann  gegeben  als  Durchschnitt  einer  gewissen  Curve  V 
mit  einer  gewisse  Curve  U\  und  jede  andere,  nicht  zu  diesen  beiden 
Systemen  gehörige  Curve  auf  der  Fläche  wird  gegeben  durch  eine 
Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  u  und  v. 

Betreffs  der  schon  früher  erwähnten  Beispiele  der  Kugel  und 
des  dreiaxigen  Ellipsoids  wollen  wir  noch  anführen,  dass  unter  den 
unzähligen  Arten,  diese  Flächen  durch  zwei  neue  Grössen  u  und  v 
darzustellen,  für  dieselben  ausser  den  obenerwähnten  Gleichungen 
noch  folgende  von  häufiger  Anwendung  sind:  für  die  Kugel  ' 

X  ==  a  •  Hinu  •  |/l  —  F  •  sin^v        y  ==  a  •  cos u  •  cos v 
z  =  a  •  smv    yi  —  (1  —  Ä^)  •  sin^ w, 
wo  h  eine  beliebige  Constante  bedeutet;  fürs  dreiaxige  Ellipsoid: 
X  ==  a-  ^inu  -yx  —  P  •  sm^v        y  =  h  •  cos  u  •  cos  v 
B  =  c  •  sinv  '  ]/l  —  (1  —  k^)  •  sin^ u. 
Auch    für    die    Schraubenfläche    wollen    wir    eine    solche    Dar- 
stellungsart erwähnen.     Man  denke  sich  diese  Fläche  so  entstanden, 
dass  eine  gerade  Linie  auf  einer  andern  stets  normal  bleibend  sich 
an   dieser  so   herauf  bewegt,    dass    die  Höhe,    um    welche    sie   steigt, 
proportional  ist    dem   Winkel,    um    welche    sie   sich   dreht.     Nennen 
wir    diesen    Winkel  u   und    bezeichnen    die    zugehörige   Höhe    durch 
cc  •  u,  wo  a  eine  Constante  ist,  so  ist  zunächst  die  Coordinate  z  =  a-n. 
Da   ferner    ein  Punkt,    welcher  ursprünglich   von   der  Axe  die  Ent- 
fernung V  hat,    stets    diese  Entfernung    beibehält,    so  sind  die  drei 
Gleichungen  der  Schraubenfläche  hiernach 

0  ==  cc  •  u      X  ==  V  •  cos  u      y  =  V  •  sin  w. 
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aus   welchen  man  durch  Elimination  von  v  und  u  wiederum _  die  ge- 
wöhnliche Form  herleiten  kann:  ^  =  tg  —  oder,   um   z   als   explicite 

Function  von  y  und  x  darzustellen:  z  =  a  •  Are  tg  4  • 

Wir  gehen  nun  über  zur  allgemeinen  Betrachtung  der  Flächen 
für  diese  Form  ihrer  Gleichung.  Wir  wollen  dabei  für  alle  folgenden 
Entwickelungen  nachstehende  Abkürzungen  einführen: 

dy  dz  dy  dz  . 

du  dn  dv  du 

dz  dx  dz  dx  -^ 

du  dv  dv  du 

dx  dy        dx  dy ^ 

d u  dv         dv  du 

du^       '  du^       '  du^ 

A  J\-  -f  B  JX^  +  C  ,^-  =  D' 

cu ■ dv    '         du • cv    '        du ■ dv 

cv'       '  dv'       '  dv' 


dx  dx  j^  dy  dy  _.    dz  dz ^, 

du dv    '    du dv    '    du dv 


§  54. 
Aus   §  5  folgt,   dass    für   jede   Curve    U  die   Gleichungen  ihrer 
Tangente  im  Punkte  x,  y,  z  folgende  sind: 

dx  dy  dz    ' 

'du  '  du  du 

und  die  Cosinus  der  drei  Winkel  a,  ß,  y,  welche  diese  Tangente  mit 
den  drei  Axen  bildet: 

dx  dy  dz 

du  „du  du 

cos  a  =  — =^     cos  ö  =  — ^::;     COS  y  ==  — =;  • 
yE  ^        yE  VE 

Nennen   wir  ebenso   die   drei  Winkel*   welche  eine  Curve   V  im 
Punkte  X  y  s  mit  den  drei  Axen  bildet,  resp.  a,  ß',  y,  so  haben  wir: 

dx  dy  dz 

t         dv  n'         dv  ,         dv 

cos  a  =  ——     cos  ü  =  —-=1     cos  y  =  — =  • 

yG        ^      ya  ya 


Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Winkel  w,  unter  dem  sich  diese 
Curven   U  und    V  schneiden,  folgender  Gleichung  genügt: 

F 

cos  W   =    -=:;_;  • 

Demnach  ist  überall,  wo  diese  beiden  Curven  einander  recht- 
winklig schneiden,  F  ==  0.  Also:  die  Bedingung,  dass  die 
Curven   U  und   V  sich  rechtwinklig  durchkreuzen,  ist  F=0. 

Drückt  man  z.  B.  die  Gleichung  der  Kugel  auf  die  im  §  24 
angegebene  Weise  aus,  also 

2  =  asmv,  X  =  a  cosv  cosu,  y  =  acosvsmu, 
d.  h.  durch  die  Länge  v  und  die  Breite  ti,  so  müssen,  weil  die  dieser 
Art  der  Darstellung  entsprechenden  Systeme  von  Meridianen  und 
Parallelkreisen  auf  einander  normal  stehen,  diese  drei  Gleichungen 
die  Gleichung  JP  =  0  befriedigen,  was  auch  der  Fall  ist.  Ebenso 
sieht  man,  dass  die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Kugel  ange- 
gebenen Gleichungen  dieser  Bedingung  genügen. 

§  55. 
Das    Oberflächenelement,    wie    es    durch    diese    Darstellung    der 
Fläche  bedingt  wird,  Fig.  17,  findet  man  folgendermassen:  Man  denke 
Fig.  17.  sich    zwei    einander    unendlich    nahe   Curven    des 

\  Systems    U,   für  welche   also   v  constant  ist  und 

\  y^    zwar  resp.  die  beiden  Werthe  v  =  a  und  v  =  a-\-  a 

^,v.KH  hat,  so  dass  s  eine  unendlich  kleine  Grösse  be- 
deutet. Man  denke  sich  ebenso  zwei  unendlich 
nahe  Curven  des  Systems  V,  für  welche  u  resp 
die  beiden  constanten  Werthe  u  =  ß  und  u  =  ß-\-  e 
hat.  Man  bezeichne  den  Punkt  (v  =  k,  u  ==  ß) 
mit  (1),  (v  =  a,  u  =  ß  -\-  s)  mit  (2),  (v  =  a 
-\-  s,  u  =  ß)  mit  (3),  (v  =  a  -\-  €,  u  ==  ß  -\-  e) 
mit  (4).  Da  nun  die  Curven  einander  unendlich 
nahe  sind,  so  kann  man  das  Flächenelement  (1, 
2,  3,  4j  als  ebenes  Parallelogramm  ansehen,  und  demnach  ist  sein 
Inhalt  gleich  dem  Product  zweier  Seiten  multiplicirt  mit  dem  Sinus 
des  eingeschlosseneu  Winkels,  also  gleich  (1, 2)  •  (1, 3)  •  sin  w.  Es  ist  nun 


^/\- 

/■i 

/    V 

\ 

/    A 

,  \ 

1    1 

\  \ 

/ 

/ 

i 

Vn-fi 

cosei'==  ,  also  smw  =        -, —  —  -.  , 

YEG'  VEG  VE'G 

Ferner  ist,  wenn  (1)  die  Coordinaten  x,  y,  z,  also  (2)  die  Coordinateu 

X  -\-  J^  du ,  y  4-  ^  du,  s  -\-  ^sr  du 
'du       '  ^    '    du       '        'du 


~     94 


hat,  (1,  2)  ==  ]/E  •  du,  und  ebenso  findet  man  (1,  3)  =  j/fr  •  dv. 
Multiplicirt  man  daher  diese  drei  Ausdrücke  für  sin  w,  (1,  2)  und 
(1,  3),  so  erhält  man: 


dasOberflächenelement^if-^^yj^JG  — i^2^(Zw-6?vl/^2_|_^2_|_(^2 

Will  man  daher  die  ganze  Oberfläche  oder  einen  bestimmten  Theil 
von  ihr  finden,  so  hat  man  diesen  Ausdruck  zweimal  zu  integriren, 
und  zwar  innerhalb  gewisser  Grenzen,  welche  sich  aus  der  Grösse 
des  gesuchten  Stückes  in  jedem  einzelnen  Falle  bestimmen. 

Ueberträgt  man  diese  Formel  in  die  gewöhnliche  Art  der  Dar- 
stellung, welche  man  so  schreiben  kann:  b  =  f{u,  v)  x  =  n  y  =  v, 
so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  für  das  Element  in  den  bekannten 


Vidi)  +  (ä7/)  +  ^  ^^^'^^  ^^^^  ^^^  +  ?^  +  1  (^^  ■  (iy- 


§  56. 
Um    die   Tangente    an    eine    auf   der  Fläche    liegende,    Fig.    18, 
aber  nicht  zu  einem   der   beiden  Systeme   U  oder   V  gehörige  Curve 
u  =  f(v)  zu  finden,  berechnen  wir  zuerst  ihr  Bogenelement,  d.  h.  die 

Fig.  18.  Grösse  Ydx^  -f-  dy^  +  d^'i  Wenn  man  das 

^  Diff'erential  von  u  aus  der  Gleichung  der 
Curve  ableitet:  du  =  ti  ■  dv,  so  erhält 
man    alsdann    aus    den    Gleichungen    für 

X,  y,  z\  . 

dx 


dx 


3  OC 

du  -\-  w-  •  dv 


dy 


dy  =  ö^-  du  + 


dv 


dv 


Es  wird  also  ds'^ 


dz  = -K- •  du  -\-  7^  •  dv. 

du  ^   cv 

E  •  du^  -j-  Q  •  dv"^  -\-2F-d%C'dv  und  folglich,  wenn 
man  für  du  seinen  Werth  einträgt,  ds  =  YE  -  u^  -\-  G  -{-  2  F  •  u'  dv. 
Die  Länge  der  Curve  innerhalb  bestimmter  Gränzen  für  v  findet 
man  demnach,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  v  innerhalb  dieser 
Gränzen  integrirt.  Man  kann  nun  sehr  leicht  die  Winkel  ableiten, 
welche  die  Tangente  an  diese  Curve  mit  den  drei  Axen  bildet. 
Nennt  man  die  Winkel  a,  &,  c,  so  ist 


cos  a  = 


dx    du    ,    dx 
du    dv        dv 
ds 
*  dv 


C0S&  == 


dy     du       dy 
du    dv        dv, 

ds 

dv 


cos  c 


dz    du    .    dz 
du    dv        dv. 

ds 

dv 


Hieraus   ergiebt  sich  auf  der  Stelle   der  Winkel,  welchen  diese 
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Curve,  die  wir  durch  C  bezeichnen  wollen,  mit  den  Curven  U,  und 
der,  welchen  sie  mit  den  Curven   V  bildet:  man  findet 

cos  (C,  U)  = =^r-    und  cos  {C,  V)  = ^—jr- ' 

dv  dv 

Schneiden  die  Curven  U  und  V  einander  rechtwinklig,  so  ist 
F  =  0,  und  die  beiden  Winkel  (C,  U)  und  (0,  F)  ergänzen  sich  zu 
einem  Rechten,    so    dass   man  statt  cos((7,  U)  sm(C,  V)  schreiben 

kann,    und    demgemäss    die    Formel    erhält:    tg(C,  V)=yj^-~' 

Diese  Formel  ist  eigentlich  von  selbst  einleuchtend.  Stellen  wir  uns 
wiederum  zwei  unendlich  nahe  Curven  U  und  zwei  unendlich  nahe 
Curven  V  vor,  so  ist  das  Bogenelement  der  Curve  U :  dö  =  YE  ■  du, 

das  der  Curve    Vida'  =yG-  dv  und  tg  (C,  F)  =  ~|  =]/§  •  ^ ' 

Die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkt-  {x,  y,s)  an  die  Fläche 
seien  jetzt 

I  — ^  ^  ^  —  y  ^  g  —  ■g 

l  m  w     ' 

Imn  sind  dann  den  Cosinus  der  Winkel  proportional,  welchen  die- 
selbe mit  den  Axen  macht,  und  da  die  Normale  sowohl  auf  der 
Curve  U  als  auf  der  Curve  V  im  Funkt  (x,  y,  z)  senkrecht  steht,  so 
hat  man: 

1  dx    .         oy    ,        CS        f.  j  dx    ,        dy    ,        dz        ^ 

du    '         du    '        du  '  dv     ^         dv    '       ov 

ABC 
Aus  diesen  Gleichungen  aber  erhält  man :    ,-  =  —  ==—,  also  sind  die 

Gleichungen  der  Normale: 

^  —  X  _  ^— J/  t—  2 

A      ~     B  C     ' 

Ebenso  die  Gleichungen  der  Tangentialebene 

A{i  -  X)  +  B in  - y)  +  C (X -  z)^<i 

Die  Cosinus  der  Winkel  der  Normale  mit  den  Axen: 
A  B  G 


yÄ^ -^  B^ -\- C^'       YA^  +  B^-i-C^'       yA^-{-  B^-{-(P 
Es  geben  aber  die  Gleichungen  des  §  53  noch :  Ä^-{-B'-\-C^=EG-  F\ 

§  57. 
Als  Beispiel  einer  Curve,  welche  auf  der  Kugel  liegt  und  durch 
die  Grössen  m  und  v  bestimmt  ist,  betrachten  wir  die  Loxodrome. 
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Man    nennt    Loxodrome    diejenige    Curve    auf    der    Kugel,    welclie 

sämmtliche   Meridiane    untei:  demselben   Winkel   schneidet.     Hieraus 

folgt    schon,    dass   jeder  Parallelkreis    eine  Loxodrome   ist,    denn   er 

schneidet  alle  Meridiane  rechtwinklig.     Wählen  wir  zum  Radius  der 

Kugel  die  Einheit,  so  sind  ihre  Gleichungen,  durch  die  geographische 

Länge  u  und  die  geographische  Breite  v  ausgedrückt,  x  =  cos  v  •  cos  u, 

y  =  cos  v- sin  M,    ß  =  sinv.      Um  nun  den  Winkel    zu    finden,    den 

irgend   eine  Curve  C  auf  der  Kugel  mit  dem  Meridian  (welcher  eine 

Curve  V  ist),  bildet,  berechnen  wir  die  partiellen  Differentialquotienten 

von  X,  y,  2  nach  u  und  v,  und  erhalten  dafür: 

dx  .  dy  .  .  dz 

K-  ==  —  smv  ■  cosM,     1^  =  —  sin  17  •  sxxiii,      t^  =  cosw 

fj  T  *  ^7/  f1  Z 

^— ==  —  cosiy-sinw,     tt^  ==        cost^-cosw,      5"  =  0: 

du  ^      ou  ^      öu  ^ 

also  ist  E  =  cos^  v,  F  =  0,  G  =  \,  also  wird  tg  (C,  F)  =  cos  ^  •  j-  • 

Soll  nun   die  Curve  C  Loxodrome  sein,   so  muss  der  Winkel  (0,  F) 

constant,  ==  a  sein,  also  haben  wir  die  Differentialgleichung 

du  .  T       .  dv  ^ 

— -  .  cos V  =  ma  oder  tg a  • =  du . 

dv  ö  o       cog^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  unmittelbar  integriren;  sie  giebt: 

igal  cot  (^-  —  1)  -f  c  =  «< . 

Dies  die  Gleichung  der  Loxodrome. 

Sie  enthält  zwei  Constante,  welche  hinreichen,  um  zwei  Punkte 
auf  der  Kugel  zu  bestimmen,  durch  welche  die  Loxodrome  gelegt 
werden  soll,  und  umgekehrt  reichen  zwei  Punkte  auf  der  Kugel  hin, 
um  zwischen  ihnen  eine  bestimmte  Loxodrome  zu  legen.  Soll  z.  B, 
der  Ausgangspunkt  der  Loxodrome  auf  dem  Null -Meridian  und 
zwar  in  der  geographischen  Breite  /3  liegen,  so  müssen  der  gefun- 
denen   Gleichung   gleichzeitig    die    Werthe    «  =  0   v  =  ß    genügen: 

tgu  •  l  cot  Ij  —  1^ j  -|-  c  =  0 ,    und    man    kann    somit    die    Constante 

mittelst  ß  eliminiren,   und  die  Gleichung  der  Loxodrome  wird  dann: 

t         l'<-^^ 

aus  welcher    man   noch   den   Winkel   a   eliminiren  oder   auch   finden 
kann,  sobald  der  Endpunkt  der  Loxodrome  gegeben  ist. 

Als  Schluss  zu  diesen  einleitenden  Formeln  bemerken  wir  noch: 
Wenn    zwei    Curven    auf    einer    Fläche    sich    in    einem 
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Punkte  berühren,  d.  h.  dort  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
haben,  so  haben  für  diesen  Punkt  nicht  blos  die  Grossen  ti  und  v 
in   beiden  Curven  denselben   Werth,    sondern    auch   der  Differential- 

..     .   du 
quotient  -j-' 

Die  Richtigkeit  hiervon  ersieht  man  aus  den  Formeln  für 
cos  (0,  U)  und  cos  {C,  V),  welche  für  beide  Curven  bezüglich  iden- 
tisch sein  müssen,  und  in  welchen  E,  F,  G  der  einen  Curve  gleich 
den  E,  F,  G  der  andern  sind,  weil  die  Coordinaten  x,  y,  z  beider 
Curven  in  diesem  Punkte  dieselben  sind. 


6.    Krümmung  der  Fläclieii. 

§  58. 

Wir  stellen  uns  nun  auch  in  Beziehung  auf  diese  Darstellung 
der  Flächen  die  Fra<^e:  Wie  findet  man  die  Richtungen  der 
llauptschnitte,  und  die  grösste  und  kleinste  Krümmung^ 
Diese  Untersuchung  führt  auf  einen  der  schönsten  Sätze  aus  der 
Geometrie  der  Flächen,  welcher  von  Gauss  gegeben  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  irgend  eine  Curve  auf  der  Fläche  gezogen 

sei,  deren  Gleichung  sei  u  =  f{v),  und  bezeichnen  wir  y-  kurzweg 

mit  u,  -j-Y  mit  n  .     Wollen  wir  nun  die  Gleichung  der  Curve  in  der 

gewöhnlichen  Art  der  Darstellung  haben,  wo  die  drei  Coordinaten 
X,  y,  s  gegeben  sind  als  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  ver- 
änderlichen Grösse,  so  haben  wir  nur  in  die  drei  Gleichungen  der 
Fläche,  welche  die  Coordinaten  als  Functionen  von  u  und  v  aus- 
drücken, statt  u  einzusetzen  die  Function  f  (v).  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung bekommen  wir 

dx dx    ,  j^dx       d'^x d*x    ,2    1    ^    "    1    p    ^'^       '    1    ^^■'K 

dz  dz     '    I    2^       d^^ 

dv        du       ~*~  dv  '      dv 

Nun  ist  der  Krümmungsradius  irgend  einer  Curve  doppelter 
Krümmung  nach  §  17: 

r  == — T' 

\.\dvdv'^        dvdvV    ~^  \dv  dv'       dv  dvV    '^  \dv  dv*       dv  dvV   ) 

JoACHiMSTnAL,  Anwendung  d.  Diffcrentialrechn.    2.  Aufl.       ,  7  , 
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In  diese  Formel  sind  die  für  -r- ,  :r^  u.  s.  w.  aufgestellten  Wertlie 

zu  substituiren,  und  dadurch  erhält  man  den  Ausdruck  für  den 
Krümmungsradius  irgend  einer  Curve^  die  auf  der  Fläche  gezogen  ist. 
Wir  wollen  aber  nur  den  Krümmungsradius  eines  Normalschnitts 
haben.  Wir  haben  also  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen,  dass  die 
betrachtete  Curve  ein  Normalschnitt  der  Fläche  ist,  oder,  was  für 
unsern  Zweck  denselben  Werth  hat,  wir  müssen  ausdrücken,  dass 
die  Osculationsebene  der  Curve  in  dem  betreffenden  Punkte  eine 
Normalebene  der  Curve  ist,  oder   dass  sie  durch    die  Normale  geht, 

§  59. 
Die   Osculationsebene    irgend    einer  Curve    hat    die   Glei- 
chung a{i  —  x)  -{-  ß  {f]  —  y)  -{-  y  {^  —  0)  =  0,  worin  nach  §  8 

dy   ä^z         dz   d^y     ^ dz    d^x        dx   d'^z        dx   d^y       dy   d^x 

dv'dv^         dv    dv'^^  "        d  v  dv'^        dv    dv^ '  '         dv    dv-       dv    dv'' 

ist.     Die  Gleichungen  der  Normalen  waren  (§  56): 

^—x  r]  —  y &_—  ^ 

A  B  G~' 

Damit  also  die  Osculationsebene  durch  die  Normale  geht,  muss  sein 
a-Ä~\-ß-B-{-y-C=^0.  Der  Ausdruck  des  vorigen  Paragraphen 
für  r  lässt  sich  nun  schreiben: 

(dsV 
\dv[ 

Man  hat  ferner  §  5^  (||)'  ==  {Eii'  +  2Fn  +  ßf. 

Es  ist  aber  identisch: 

(«2  ^  ß2  ^  ^2)  (^2  +  J?2  _|_  02)  __  (aÄ  -j-ßB-{-  yCf 
=  ißC  -  yBf  +  {yA  -  aCf  +  {aB  -  ßAf , 
oder,  da  das  zweite  Glied  links  verschwindet:  ;. 

(a^  +  ^'  +  y')  {E-G  —  F')  =  S% 
wenn  man  den  Ausdruck  rechts  mit  S^^  bezeichnet. 

Multiplicirt  man   daher  Zähler    und  Nenner  in   dem   Ausdrucke 
für  r  mit  YE  -  O  —  F\  so  wird 


pJ-VJ^-G^F' 


s 

Es  ist  aber 


ap  71 (dz  d^x dx  d^z\  p Id^  d^ dy^  d^x\  j. 
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das  ist: 

^^        ^^        dv''  V'    dv  ^  -^    dv)        dv  V"    dv'  +  ^    dvV  ' 
oder,  wie  man  auch  schreiben  kann, 

Es  ist  aber,  wenn  man  für  ^,  ^,  ^,  ^,  f^,  ^  ihre  im 
'  dv^  dv'  dv'   dv^ '   dv' '  dv^ 

vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Werthe  substituirt:  A~  4-B-^ 

dv   *  dv 

dz 
dv 


+  0.^=0,  und, 


d^x     ,     -J5     d^y     ,    ^    d'^2 
dv 

Es  wird  somit 


^•i;i  +  «-^  +  c-ij?  =  ^»"  +  27)V  +  i)". 


{ßC  -  yüf  =  (^)'  (Du''  +  2iy«-  +  ;)")•' 

und  da  sich  entsprechende  Wertlie  für  die  beiden  andern  Glieder  von 
S'^  ergeben: 


und  da 

ist,  so  ist  endlich:  der  Krümmungsradius  eines  jeden  Nor- 
malschnitts 

Die  Bedingung  für  die  Nabelpunkte  ergiebt  sich  aus  dieser  Formel 
für  Q  auf  der  Stelle.  Denn  da  für  den  Nabelpuukt  alle  ^  einander 
gleich  sein  müssen,  und  die  verschiedenen  q  in  einem  Punkte  sich 
nur  durch  die  Grösse  u  unterscheiden,  so  ist  die  gesuchte  Bedingung: 

D~  D'  ~  B"' 

§00. 

Wir  beantworten  nun  die  Frage:  Welches  sind  Maximum 
und  Minimum  von  ^  und  zu  welchen  Werthen  von  u  ge- 
hören sie? 

Da  für  die  Normalschnitte  die  durch  einen  Punkt  M  gehen  in 
dem  Wertlie  von  q  nur  n  als  veränderlich  zu  betrachten  ist,  der 
erste  Factor   von  q   aber   n    nicht  enthält,  so   hat  man  es  lediglich 


* 


—     100     — 
mit  dem   Maximum  und  Minimum    von   t  =  ^^ — >^  ,  ^  vt> — '-r-^v?    zu 
tliun,  wo  ^  =  — -  —  zu  seteen  ist  und  daher  ^-7  =  0  zu  setzen. 

Dies  giebt 
{I)iP  +  2D' u  +  D")  (j&w'  +  F)  -  (EiP  +  2F«'  +  G)  (D^/  +  7)')  =  0. 

Diese  Gleichung  giebt  die  Werthe  von  u',  welche  znm  Maximum  und 
Minimum   von   t  gehören,  und  die  Gleichung  für  t,   welche  wir  jetzt 

so  schreiben  können:  t  =  ^,  /  T  w  giebt,  wenn  man  in  sie  die  beiden 

Du  -\-  JJ  °       ' 

für  u  gefundenen  Werthe  einträgt,  das  gesuchte  Maximum  oder 
Minimum. 

Wir  können  aber  auch  für  t  eine  Gleichung  herstellen,  welche 
von  u    ganz  frei  ist. 

Die  Gleichung  Eii  -\-  F  =  {Du  -\-  D')  t  multipliciren  wir  auf 
beiden  Seiten  mit  u' ,  wodurch  wir  erhalten  Eu"^ -\- Fu'  =  {I)u''^ -\- D' u')t, 
und  diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von  der  zuerst  für  t  aufgestellten 
Eu'^  -\-2Fu  -\-a  =  {Bu^  +  2B'u'  +  B")  t,  wodurch  wir  folgende 
zweite  Gleichung  für  t  erhalten  Fu'  -\- G  =  {B' u  -(-  B")  t,  aus  welcher 
wir  vermittelst  der  schon  oben  erwähnten  Gleichung 

Eu  -\-F={Bu  -{-B')t 

die  Grösse  u'  eliminiren.  Dadurch  entsteht  folgende  Gleichung  für  t: 
(E  —  Bt){G  —  B"t)  —  (F-B'ty  =  0,  welche  geordnet  so  lautet: 

(BB"  -  B'^y  —  {EB"  -  2FB'  +  GB)t  -{- EG  -  F' =  0 , 

Q 

und   setzen   wir   endlich   hierin   statt  t  seinen  Werth  .^^  y,  _=^,   so 

erhalten  wir  folgende  quadratische  Gleichung  in  q,  deren  AVurzeln  die 
beiden  Hauptkrümmungsradien  q^  und  Q2  sind: 

Q\BB"-B'')  —  QyE-G'^^\EB"—2FB'-^GB)-\-{EG~F'f  =  0. 

Die  zugehörigen  Werthe  von  u    erhält  man  aus: 

m'2  {FB  —  EB')  +  n  (GB  —  EB")  +  GB'  -  FB"  =  0, 

oder  wenn  q,  also  auch  t  bereits  gefunden  ist,  aus  der  Gleichung: 
Ell  -\-  F  =  {Bit  -f-  B')  t  —  Ist  dagegen  u'  mit  Hülfe  der  vorletzten 
Gleichung  bestimmt,  so  giebt  die  letzte  ().*) 


*)  Was  übrigeus  den  Ausdruck  YEG  —  ^^  in  ^  aubetriflFt,  so  rauss  dieser  für 
beide  Werthe  von  q  immer  mit  demselben  Vorzeichen  genommen  werden. 
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§61. 

Das     Produkt    der     beiden 

{EG-  F^f 


Hauptkrümmungsradien     ist 


offenbar  q^-  q.^=  j^jy-  _jy^  • 

Gauss  hat  nun  gezeigt,  dass  der  Nenner  dieses  Ausdrucks  eine 
merkwürdige  Umformung  zulässt,  dass  er  sich  nämlich  ganz  durch 
£",  ¥,  G,  und  die  Differcntialquotienteu  dieser  Grössen  nach  ti  und  v 
ausdrücken  lässt.  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas. 
Comm.  Gott.  rec.  1H28.  Wir  erwähnen  für  unsern  Zweck  einen  Satz 
aus  der  Algebra,  welchen  Binet  und  Cauchy  gleichzeitig  gefunden 
haben,  dass  nämlich  das  Produkt  zweier  Determinanten  sich  wieder 
als  Determinante  darstellen  lässt,  z.  B.  zwei  Determinanten  des  dritten 
Grades: 

'■'     ß 


+  aß  +  a"y 
-j-  aß'  +  a'y 
+  aß"  +  a"y" 

Es  ist  nun 


aa 
aa 
aa 


h       c  a       p       y 

b'      c       '     a       ß'      y 
h"     c"  a'     ß"     y 

ha  -\-  h' ß  +  ^'y  <^f< 
ha  +  b' ß'  -f-  b"y  ca 
ba"  -|-  l*' ß"  -\-  ^"y"    c<^' 


+  cß  +  c'y 
+  6-'/3'  -j-c"y 
+  cß"  +  c'y" 


i>  = 


D'  = 


D"  = 


dx 
du 
dx 
dv 


du 

dv 


dH 

du-  dv 

dz 
du 

dz 

dv 

d^x 

du  •  dv 
d'y    ■ 

du-  dv 
d*z 

du-  dv 


d^ 
dv'' 

dz_ 

du 

dj_ 

dv 

dx 
du 

^1 
du 

dj_ 

du 


und 


öx 
dv 
d_y 
dv 
dz_ 
dv 


Bildet  man  nun  DD"  und  D'\  mit  Anwendung  des  eben  an- 
geführten Multiplicationssatzes,  so  kommt  man  ausser  bekannten  auf 
Ausdrücke  von  folgender  Art,  wobei  2J  die  Summe  von  Gliedern  be- 
zeichnet, welche  in  Bezug  auf  ij  und  z  so  gebildet  sind,  wie  das  unter 
dem  Symbol  2J  stehende  in  Beziehung  auf  x: 

SJ  d^x    d^x    ,.  "sri  dja    d^ 

^  W  '  d^^'    ^"^®^  ^  du  '  dv^ 


2 


l        dv  du-dv'  dvf       -^  l         dv  2        du      ) 
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^;T     \\dv)  )     ^d"^  d^ 
^        dv       ^  ^  du"' du 


dv 
(dx    dx' 


S^  d'^x    dx  _    'Sril 


p.(dx    dx\  ?(l^^\\ 

\du    du/         1      \\^M/  / 


^  du 
ferner 


"^  dx       d^x 
j^  du    du  •  dv 


du 


dv 


i  ^ 


■,2{ 


« 


du 

d''x_ 

du  ■  dv 


)' 


2  ^         dv       '^  dv 


d^x 

du  •  dv 


kl 


m 

du 


also   wird,  weil  man   das  Zeichen  U  unter  das  Differentialzeichen  d 
setzen  kann: 


DD"  = 


und  D'^  = 


^y  d^x  d''x 

j^  du^  dv'' 

l^dE 

2  du 

dF        1  dE 
du         2   dv 

^  \du-dv) 
l^dE^ 
2  dv 
IdG 

2  du 


dF 

~dv 


1  djS^ 

2  du 


E 
F 

2   dv     2  du 


1  dj} 

2  dv 

F 
G 


E 
F 


F 

G 


Bildet  man  nun  die  Differenz  D  •  D"  —  D"'*,  so  erhält  man  ausser 
Gliedern,  welche  nur  die  Grössen  E,  F,  G  und  deren  Differeutial- 
quotienten  enthalten  noch  folgende  Differenz: 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  folgenden  Ausdruck 

d''x    \A 


'y  /a^    d^_x  _  /   d^'x   VA 
^  \du^'  dv''        \du-dv)  ) 


durch  die  genannten  Grössen  auszudrücken. 
Das  Product 


ax-\*A 


d^x    dx 
8u^     dv 


Ki-If)     .KP) 


du 


dv 


giebt,  nach  v  differentiirt 


dx\'^\ 


d''x  d^x  j^     d^x        dx 
du'' dv^  ~^  du' .dv     dv 


"'(^-t)  .«'((i)) 


du-  dv 


dv' 
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Das  Product 

d'x         dx  1   ^  (fc)  ) 


du-dv     dv         2         du 
giebt,  nach  u  difFerentiirt 

m). 


\du-dv)    '*'  du'^-dv  dv        2        du' 
Diese  Gleichung  von  der  vorigen  subtrahirt,  ergiebt 

^ .  ^1^  _  (j'^v  _ .__  1  ^l(ki)J  j_  ^'  (^ '  g^)  _  1  ^'  ((äl)') 

dti^     dv'        \du-dv)  2         gtt'''        "■"        dudv     '        2        St;«        ' 

also  wird  die  gesuchte  Summe 

^\du''dv^        \du-dv)  )  2  du^  '*    du'dv~  ^Jv^' 

Es  wird  also  endlich 

4(Dir'-D-)  =  £(^/f  -  2  l^'l^  +  (1^)1 

I  4-F(~  —  —  —  ~—  2— —  —  2—    —4-4  —    —  "i 

I  '       \du  dv        dv  du         du  du  dv'dv~^du'dv) 

'       \du  du  dv   du    '    \dv/  / 

§  62. 
Wenn  wir  nun  zwei  Flächen  betrachten,  deren  Gleichungen  fol- 
gende beiden  Systeme  sein  mögen:  x  =  f(u,  v),  y  =  fi  (m,  v),  z  =  f.^  (u,  v) 
und  X  ==  cp  (it,  v),  y  =  (Pi  {u,  v),  z  =  (p^iujv),  so  erhalten  wir  für 
jedes  Werthepaar  u,  v  einen  bestimmten  Punkt  auf  der  einen  und 
einen  bestimmten  Punkt  auf  der  andern  Fläche.  Es  entspricht  also 
im  Allgemeinen  jedem  Punkt  der  einen  Fläche  ein  Punkt  der  andern 
Fläche.  Dieses  Correspondiren  der  Punkte  ist  ein  ganz  eigenthüm- 
liches,  wenn  der  Fall  eintritt,  dass  die  Grössen,  welche  wir  oben 
mit  Ey  F,  G  bezeichnet  haben,  in  beiden  Flächen  denselben  Werth 
haben.     Alsdann  ist   nämlich   der  Ausdruck  für  das  Curvenelement 


yEdu^.-\- 2F  du  dv -{- G  dv^  auf  der  einen  Fläche  identisch  gleich 
dem  für  das  Element  der  correspondirenden  Curve  auf  der  andern 
Fläche.  Folglich  haben  entsprechende  Curvenelemente  auf  beiden 
Flächen  gleiche  Längen.  Denkt  man  sich  nun  die  eine  Fläche  auf 
irgend  eine  Weise  ii^  Dreieckemit  unendlich  kleinen  Seiten  zerlegt, 
so   wird,  da  jeder  dieser  Seiten  eine  gleiche  auf  der  andern  Fläche 
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entspricht,  die  letztere  in  ein  System  Dreiecke,  das  dem  der  ersteren 
entsprechend  congruent  ist,  zerlegt,  es  lässt  sich  dann  also  bloss  durch 
Biegung  der  ersteren  Fläche  dieselbe  mit  der  letzteren  zur  Deckung 
bringen  d.  h.:  Sind  für  zwei  Flächen  die  Werthe  von  E  F  G 
dieselben  Functionen  zweier  Grössen  u  und  v,  so  kann  man  jede  aus 
der  andern  durch  Biegung  entstanden  denken. 

Da  andrerseits  nach  dem  vorigen  Paragraphen  das  Product  der 
beiden  Hauptkrümmungsradien  allein  von  den  Grössen  E  F  G  ab- 
hängt, so  muss  es,  wenn  diese  Grössen  für  die  beiden  vorliegenden 
Flächen  identisch  sind,  ebenfalls  für  beide  Flächen  gleich  sein  und 
zwar  in  je  zwei  entsprechenden  Funkten  der  beiden  Flächen,  d.  h. 
in  je  zwei  Punkten,  welche  zu  demselben  Werthe  u,  v  gehören. 
Demnach  haben  wir  folgenden,  von  Gauss  aufgestellten,  merkwürdigen 

Lehrsatz:  Wenn  von  zwei  Flächen  die  eine  eine  Biegung 
der  andern  ist,  so  ist  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  das 
Pröductder  Hauptkrümmungsradien  für  beide  Fläch  engl  eich. 

Anmerkung,  Dieser  Lehrsatz  führt  auf  die  Untersuchung 
derjenigen  Eigenschaften  der  Flächen,  welche  bleiben,  wenn 
man  die  Flächen  biegt.  Dahin  gehört  z.  B.  folgender  selbst- 
verständliche Satz:  Wenn  mau  auf  einer  Fläche  zwei  Punkte  A  und 
B  durch  eine  kürzeste  Linie  verbindet,  so  bleibt  diese  Linie  die 
kürzeste  zwischen  den  beiden  Punkten,  wie  man  auch  die  Fläche 
biegen  mag. 

Ein  ganz  specieller  Fall  dieser  Biegung  der  Flächen  ist  schon 
von  Euler  behandelt  worden,  und  nach  ihm  von  Monge  und  einer 
grossen  Anzahl  Mathematiker.  Diese  haben  nämlich  schon  früher 
diejenigen  Flächen  betrachtet,  welche  durch  Biegung  einer  Ebene 
entstehen.  Solche  Flächen  nennt  man  abwickelbare  Flächen, 
weil  man  ihre  einzelnen  Theile  ohne  Falte  und  Riss  in  eine  Ebene 
aufrollen  kann.  Für  sie  folgt  sofort,  dass  das  Product  ihrer  beiden 
Hauptkrümmungsradien  unendlich  ist,  weil  bei  einer  Ebene  alle,  auch 
die  beiden  Hauptkrümmungsradien  unendlich  sind.  Nach  der  Glei- 
chung   für    die   beiden    Hauptkrümmungsradien   (§   50)   ist   aber  ihr 

Product  gleich  ^-— ^L^f~--i^^  •    Dieser  Ausdruck  wird  allgemein  gleich 

unendlich,  wenn  der  Nenner  Null  wird.  Dies  ist  die  Differential- 
gleichung aller    abwickelbaren   Flächen,    nämlich    r^  —  s^  =  0,  oder 

K— j'ö— 2 — (g — ö")    ==0.    Diese  partielle  Differentialgleichung  zweiter 

Ordnung  integrirt,  giebt  die  endliche  Gleichung  aller  abwickelbaren 
Flächen. 
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§  63. 


Ein  zweiter  Satz  von  Gauss  beantwortet  die  sich  leicht  dar- 
bietende Frajie: 

Giebt  es  für  die  Flächen  etwas,  was  der  Krümmung 
der  Ourveu  entspricht? 

Untersuchuugeii,  die  sich  auf  Elasticität  beziehen,  haben  einige 
Mathematiker  veranlasst,  den  Ausdruck  -  -j-  ^  als  Krümmung  der 
Fläche  anzusehen;  aber  diese  Analogie  ist,  vom  geometrischen  Stand- 
punkte aus  wenigstens,  nicht  stichhaltig;  Gauss  hat  eine  vollständige 
Analogie  aufgefunden  durch  folgende  Untersuchung: 

Man  denke  sich  eine  ebene  Curve  und  irgendwo  mit  dem  Radius 

1  einen  Kreis  beschrieben ,  Fig.  19  und  20.    Man  zieht  zwei  Normalen 

1^19.  Kg.  19  a.       der  Curve    in    benachbarten  Punkten 

und  dazu  zwei  parallele  Radien  des 
Kreises.  Der  Curvenbogen  zwischen 
den  beiden  Normalen  heisse  s,  der 
entsprechende  d.  h.  zwischen  den 
beiden  parallel  gezogenen  Radien  ein- 
geschlossene Kreisbogen  heisse  6. 
Dann  ist  offenbar  der  Winkel  der  beiden  Normalen  gleich  dem 
Winkel  der  beiden  Radien,  d.  h.  gleich  6.  Der  Winkel  der  beiden 
Normalen  ist  aber  andrerseits  derselbe,  welchen  die  zugehörigen 
beiden  Tangenten  der  Curve  mit  einander  bilden:  mithin  ist  ö  gleich 
dem  Contingenzwinkel.  Daraus  geht  hervor,  dass  man  die  Erklärung 
des  Krümmungsradius,  die  man  gewöhnlich  giebt,  nämlich  Bogen- 
element  durch  Contingenzwinkel  auch  so  angeben  kann:  der  Krüm- 
mungsradius einer  Curve  ist  gleich  dem  unendlich  kleinen  Bogen  a, 
dividirt  durch  den  unendlich  kleine  Bogen  ö  des  Kreises;  und  folg- 
lich ist  die  Krümmung  der  Curven  =  lim— . 

^5  S 

Dies  lässt  auf  der  Stelle  eine  Erweiterung  für  die  Flächen  zu. 
Man  denke  sich  irgend  eine  Fläche  und  eine  Kugel  vom  Radius  1. 
Auf  der  Fläche  nehme  man  irgend  ein  begrenztes  Stück  an  und  ziehe 
entlang  der  Grenze  desselben  Normalen  zur  Fläche.  Man  ziehe  ferner 
vom  Mittelpunkte  der  Kugel  Strahlen,  die  diesen  Normalen  parallel 
sind,  wodurch  man  auf  der  Kugel  ebenfalls  ein  begrenztes  Stück 
erhält.  Das  Flächenstück  sei  wiederum  s,  das  auf  der  Kugel  a. 
Denkt  man  sich  beide  Stücke  unendlich  klein ,  so  nimmt  Gauss  wie- 
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derum  den  Quotienten  —  als  Krümmung  der  Fläche  an;   also   Krüm- 
mung der   Fläche  =  lim   -. 

Diesen  Quotienten  wollen  wir  nun  in  der  gewöhnlichen  Art  aus- 
drücken und  schieben  für  diesen  Zweck  noch  Einiges  ein. 

Seien  ^  rj  ^  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kugelfläche,  auf 
den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  bezogen,   also   |^  +  ■»?'*  +  ^^  =  1 . 

Mögen  I  1?  i;  durch  dieselben  Grössen  u,  v  ausgedrückt  sein,  von 
welchen    die    Coordinaten   der    Fläche   x,   y,   s   abhängen.     Die    Co- 

sinus   der  Winkel   eines   Radius   mit  den  Axen  sind   dann    — ,  — , 

oder  da  r  =  \ ,  |,  iq,  t,.     Da  dieser  Radius  aber  der  entsprechenden 
Normale  der  Fläche  parallel  ist,  so  hat  man  (§  56): 

._ A ^  B  C 


oder  wenn  A  =  ^==r::  ist,  ^  =  XA,  rj  =  kB ,  t,  =  XC . 

Versteht  man  nun   unter  A^  B^  C\  dieselben  Werthe  der  Diffe- 
rentialquotienten von  i,  r]  l,   wie  A  B  G  von  ic  ?/  ä'  §  53,   ist  also 

j=^^_^^    i'=^j;^_^^    (7=£.^^__^^ 

^    '    dudv        dv  du'        ^        dudv        dv  du'       ^        dudv        dv  du' 
und  setzen  wir: 

'        yA,^+B,'-^G,'' 
so  erhalten  die  obigen  drei  Cosinus,  da  der  Radius  Normale  der  Kugel 
ist,  auch  die  Werthe: 

also  wegen  der  Gleichung  der  Kugel  ist: 

Andrerseits  giebt  die  Gleichung  ^-^  -\-  rj-rj  -\-  ^-^  =  i  auch 

A,{Mi  +  ^i^x  +  e6\}=l. 
Daraus    folgt: 

und  somit  auch 


{ Ml  +  rjB,  -f  gCi } du  dv  =  YI,^  +  B,^  -f  Cj^  du  dv, 

d.  h.  (§  55.)  gleich  dem  Flächenelement  der  Kugel.  Wir  haben  also: 
Drückt  man  die  drei  Coordinaten  |,  rj,  ^  der  Kugel 
1^  -f"  ^^  +  ^^  =  1  durch  zwei  Grössen  u  und  v  aus,  so  ist  das 
Oberflächenelement  der  Kugel  gleich 
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\^\du'dv     dv'duJ  ~^  ^xdudv     dvdJ  ~^  ^\dudv     aüaJP""^- 

Diese  Formel  wollen   wir   noch  ein  wenig  transformiren,  indem  wir 

die  auf  die  gegebene  Fläche  bezüglichen  Grössen  X  A  B  G  einführen. 

Es  war: 

1 


1  =  IA,     r}  =  XB,     t==W,     A  = 


Mithin: 


|/A«  -{.  B^-\-C'' 


du  du  ~^       du'     dv  dv  "^       dv 

drj  d^  _i_R^^        ^^  .  dB    ■     T.  dX 

du  du    '         du''     dv  dv  ~^       dv 

u.  s.  Vf.,  folglich  wird 

d^  drj dr]  d^ 

du  dv        du dv 

[  du  öv        dv  du  ]   '      du[      dv  dv  ]   '      dv  [      du  du  ] 

und  ähnlich 

dri  dt        dt  drj 
du  dv        du dv 

(du  dv        dv  du]   '      du  [      dv  dv )    '       dv  [     du  du] 

und 

^H__HdJ_ 
du  dv        du  dv 
,^\dCdA       dCdA]    ,    .dXi^dA         .dC)    ,    .dli.dC      ^d A\ 
\dudv       ovcu]   '      du\      dv  dv  ]    '       dv  \      du  du) 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  links  mit  ^,  i,,  rj  und  rechts 
mit  den  äquivalenten  XC,  XA,  XB,  und  addirt  dann,  so  fallen  rechts 
alle  Glieder  Aveg,  welche  dann  in  A^  multiplicirt  sind,   und  es   wird 

folglich,  wenn  man  noch  statt  X  seinen  Werth     ,  einsetzt 

fc  /^  ^  _  :^  ^)  _i_  ^  f^  £i  _  _^1  ^)  4.  ^  /^  ^  _  ^  ^) 

\dudv        dudv)         '\dudv        dudv)*^\dudv        dudv) 

=  ____JL___  [  A  {^—~  —  —^-^  4-  B  l^—  —  —  —] 

( A^ -^~  B^  4-  C^^  ^^         ^t;  5m/  ''         \du  dv        dv  du) 

'        \du  dv         dv   dvJ  J 
Man  erhält  also  das  Oberflächenelement  der  Kugel 

\dudv      dv  du)^      \dudv      dv  du/^     \dudv       dvduJ 


{A^  -^B''-{-  (7»)^ 
worin  A,  B,  C  die  oben  festgesetzten  Werthe  haben. 


dudv, 
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Das     Element     der     vorliegenden     Oberfläche     ist     aber 

=  (Ä^  -\-  B^  -\-  C^)'  du  dv .     Demgemäss  findet  man  folgenden  Aus- 
druck für  die  Krümmung  einer  Fläche. 

\du  dv        dv  du)  \du  dv        dv  du)  \du  dv        dv  du) 

Um  diesen  Ausdruck  zu  interpretiren,  nehmen  wir  au,  die  Glei- 
chung der  Fläche  sei  0  =  f{x^  y)  oder: 

z  =  f{u,  v)     X  =  u    y  =  V. 

\ii             -1^        dv   d  z       d  z   dy      -.  dz        ,  . 

Alsdann  wn-d  A  =-^'^ ^^-ö^^  oder  =  —  ^^    oder   A=  ~  p: 

dx   dy       dx   dy  dx  ■^' 

ebenso  B  =  —  q,  C  =  1,  folglich 

djA  _  ^A__  dB  _        \     SB  _  dC        1   ?C_^ 

a' —       /  •   rs     —       ö»  ~rs     —      'S«  ~?\     —       r«  o     unci  />!    —  u# 
u  '   dv  ■  '  du  '   dv  'du  dv 

Dadurch  wird  die  Krümmung  der  Fläche 

rt  —  s''         ,    .    _      1_ 
(l+i'^  +  sT         *  ~  Q?Q2 
oder  gleich   dem   reciproken   Werth   des  Produkts   der  beiden  Krüm- 
mungsradien. 

Wir  haben  zugleich  den  Satz  gefunden:  Wenn  man  ein  unend- 
lich kleines  Oberflächenelement  durch  einen  beliebigen  Contour  be- 
gränzt,  und  man  zieht  die  Strahlen  der  Hilfskugel,  die  den  Normalen 
der  Fläche  längs  des  Contours  parallel  sind,  wodurch  man  ebenfalls 
ein  Oberflächenelement  auf  der  Kugel  erhält,  so  ist  der  Quotient 
Kugeloberflächenelement  1 


oder  in 

i'roanci  aer  oeia.  iianpxKrummungsraaien 

unsern  Zeichen  —  = Denn  beide  Ausdrücke  geben  die  Krüm- 


Oberflächenelement  Product  der  beid.  Hanptkrümmungsradien 

6^ 1^ 


mung  an. 

Dies  ist  ganz  analog  dem,  was  wir  bei  den  Curven  gefunden 
haben. 

Verbindet  man  dieses  Resultat  mit  dem  des  vorigen  Paragraphen, 
so  findet  sich: 

Wenn  man  eine  Fläche  biegt,  so  ändert  sich  ihre  Krüm- 
mung (in  diesem  Sinne  genommen)  nicht. 

§64. 

Von  den  Krümmungscurven.     Durch  einen  beliebigen  Punkt 

einer  Fläche  M  denken  wir  uns  eine  Haupttangente  gelegt,  dieselbe 

hat  einen  zweiten  uu endlich  nahen  Punkt  M^  mit  der  Fläche  gemein, 

durch  31]^  legen   wir  ebenfalls  eine  Haupttangente,  und  zwar,  da  es 
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deren  zwei  giebt,  diejenige,  welche  von  MM^  unendlich  wenig  ab- 
weicht, habe  diese  den  unendlich  nahen  Punkt  3L,  mit  der  Fläche 
gemein;  so  legen  wir  durch  M^  die  von  3/^  J/g  unendlich  wenig  ab- 
weichende Tangente  M^  M^  u.  s.  w.  Die  Punkte  M  M^  M^  M^  bilden 
dann  eine  Curve,  welche  Krümmungscurve  oder  Krümmungslinie  heisst. 
Eine  zweite  durch  Punkt  M  gehende  Krümmungscurve  erhalten  wir, 
indem  wir  durch  diesen  Punkt  die  zweite  Haupttangente  MM(^)  wo 
M(^)  ein  M  unendlich  naher  Punkt  ist  legen,  durch  M(^)  die  von 
3fM{^)  unendlich  wenig  abweichende  Haupttangente  M{^)  M(^)  u.  s.  w. 
Die  Krümmungscurven  M  M^  31.^  .  .  .  und  31  ilf(')  3I{^)  stehen  dann 
in  3£  auf  einander  senkrecht.  In  gleicher  Weise  kann  man  durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  zwei  auf  einander  senkrechte  Krümmungs- 
curven legen,  dieselben  bilden  also  zwei  Systeme  auf  einander  recht- 
winkliger Curven. 

Das  einfachste  Beispiel  bieten  die  Umdrehungsflächen  dar.  Die 
Hauptschnitte  der  ümdrehungsfläche  sind  der  Meridian  und  derjenigen 
Schnitt,  welcher  den  Parallelkreis  berührt  und  durch  die  Normale 
geht.    Krümmungscurven  sind  also  der  Meridian  und  der  Parallelkreis. 

Bei  einem  geraden  Cylinder  mit  einer  beliebigen  Basis  ist  der 
eine  Hauptschnitt  jedesmal  eine  Seite,  der  zweite  eine  Ebene  parallel 
zur  Basis.  Die  Krümmungscurven  sind  hier  die  Seiten  und  die  der 
Basis  parallel  gehenden  Curven. 

Aufgabe.  Die  Gleichung  der  Krümmungscurven  aufzu- 
stellen. 

Wir  nehmen  dazu  die  Form  an:  x,  y,  z  gegeben  als  Functionen 
von  u  und  v.  Es  ist  aldann  unsre  Aufgabe  nur,  eine  Gleichung 
zwischen  n  und  v  zu  finden.  Die  Bedingung  der  Krümmungscurve 
ist  die,  dass  ihre  Tangenten  Haupttangenten  der  Fläche  sind.  Die 
Tangente  einer  Curve  in  irgend  einem   Punkte  hängt  aber  (§  56)  ab 

von  dem  .betreffenden   Werthe  des  ~     Die  Bedingung  dafür,  dass 

eine  Linie,  hier  die  Tangente  an  die  Krümmungscurve,  Haupttangente 
an  die  Fläche  sei,  ist  aber  nach  §  GO: 

u\  {FD  -  ED')  -\-u{GD-\-  ED")  -f  GD'  -  Fü'  =  0 . 

Dies  ist  daher  zugleich  die  Differentialgleichung  für  die  Krüm- 
mungscurven.    Diese  Gleichung  zweiten  Grades  und  erster  Ordnung 

löse  man  nach    y"   auf.     Die   beiden  verschiedenen  Werthe,  welche 

man  dafür  findet,  hat  man  zu  integriren,  und  erhält  dadurch  zwei 
endliche  Gleichungen,  von  denen  jede  wegen  des  in  ihr  enthalttnien 
willkürlichen  Parameters  ein  System  von  Curven  darstellt;  und  zwar 
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bezieht  sich  die  eine  Gleichung  auf  das  eine  System  von  Krümmungs- 
curven,  die  andere  auf  das  zweite. 

Ist  B  als  Function  von  x  und  y  gegeben,  d.  h.  hat  man  z  =  fix,  y) 

oder  B=f{u,  v),  x  =  u,  y  =  v,  so  wird  -^  =  -~,A  =  —p,  B=  —  q 

C^\,  ^=1+/,  F=pq,  G=l+ff,  n  =  r,  T)'==s,  J)"=t-  also 
wird  die  Gleichung  der  beiden  Krümmuugscurven  für  diese  Form  der 
Gleichung  der  Fläche  folgende: 

Hierin  sind  p,  q,  r,  s,  t  Functionen  von  x  und  y  allein;  ein  etwa 
darin  vorkommendes  ^  hat  man  mittelst  der  Gleichung  der  Fläche 
z  =  fix,  y)  zu  eliminiren.  Integrirt  man  daher  die  gefundene  Diife- 
rentialgleichung,  so  erhält  man,  allerdings  nicht  die  Krümmungscurven 
selbst,  sondern  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  der  xy,  zu  welchen 
man  die  Gleichung  der  Fläche  zu  nehmen  hat,  um  die  Gleichungen 
der  Krümmungscurven  selbst  zu  finden. 

§  64a  (Zusatz  zur  2.  Ausgabe). 
A)  Mit  Bezug  auf  das  in  §  46  a  Bewiesene  lassen  sich  die 
Krümmungslinien  noch  anderweitig  definiren.  Dort  wurde  nämlich 
bewiesen,  dass  die  durch  2  unendlich  nahe  Punkte  eines  Haupt- 
schnittes gelegten  Normalen  in  einer  Ebene  liegen.  Denkt  man  sich 
durch  Funkt  M  eine  Normale  gelegt  und  sucht  auf  der  Fläche  die- 
jenigen Jf  benachbarten  Punkte,  deren  Normalen  die  von  M  schneiden, 
so  findet  man  deren  zwei  Ji^  und  M'  derart,  dass  Winkel  M^^M^I^  ein 
Rechter  ist,  zu  den  Normalen  von  M^  und  M'  kann  man  in  gleicher 
Weise  diejenigen  nächsten  Normalen,  welche  sie  schneiden,  be- 
stimmen u,  s,  w.,  dadurch  entstehen  2  Systeme  auf  einander  senk- 
rechter Curven,  welche  eben  die  Krümmungslinien  sind,  also:  Auf 
jeder  Fläche  giebt  es  zwei  auf  einander  orthogonale  Systeme  von 
Curven,  die  Krümmungslinien,  welche  die  Fläche  in  unendlich  kleine 
Rechtecke  theilen  und  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  durch 
die  Endpunkte  jeder  Seite  eines  solchen  Rechtecks  gelegten  Nor- 
malen sich  schneiden.  Diese  Normalen  fallen  natürlich  mit  denen 
des  Hauptschnitts  zusammen.  Den  Schnittpunkt  kann  mau  als 
Krümmungsmittelpunkt  der  betreffenden  Krümmungslinien  be- 
trachten (jedoch  in  einem  ganz  andern  Sinne  wie  in  §  11  dieser  Aus- 
druck bei  den  Curven  doppelter  Krümmung  gebraucht  war),  die 
Curve,  welche  diese  Schnittpunkte  bilden,  als  Evolute  der  Krümmungs- 
linie betrachten,  und  wie  bei  den  ebenen  Curven  ist  dann  die  Tan- 
gente der  Evolute  eine  Normale  der  Krümmuugslinie. 
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Zu  jeder  Fläche  gehören  also  2  Systeme  solcher  Evoluteu,  deren 
Gleichungen  man  leicht  finden  kann,  wenn  man  die  der  entsprechenden 
Krümmungslinie  hat.  Ist  nämlich  p  der  Krümmungsradius  eines 
Punktes  x,  y,  s,  sind  ferner  k,  jt,  v  die  Winkel  der  Normale  mit  den 
Axen,  1^^  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes,  so  hat  man 
offenbar: 

x  —  l  =  Qco^X,     y  —  ri  =  Q  cos (i,     ^  —  ^  =  qcosv 

da  nun  q  x  y  z  und  die  3  Cosinus  gegebene  Functionen  von  u  und  v 
sind,  so  hat  man  |,  t^,  t,  als  Functionen  von  u  und  v,  mit  Hülfe 
der  Beziehung  zwischen  «  und  v  für  die  bezügliche  Krümmungs- 
linie sind  dann  i,7]t,  als  Functionen  von  n  auszudrücken,  und  dies 
sind  die  Gleichungen  der  Evolute. 

Wendet  man  dagegen  diese  Beziehung  nicht  an,  so  sind  l,  ri  t, 
in  M  und  v  ausgedrückt,  geben  also  die  Gleichung  einer  Fläche, 
offenbar  derjenigen,  in  welcher  alle  Evoluten  des  einen  Systems 
liegen,  je  nachdem  man  aus  der  quadratischen  Gleichung  für  q  (§  60) 
den  einen  oder  andern  Werth  nimmt.  Hierdurch  würden  sich 
2  Flächen,  die  man  Evoluteuflächen  der  gegebenen  Fläche  nennt, 
bestimmen.  Es  ist  jedoch  leicht  einzusehen,  dass,  von  Ausnahme- 
fällen abgesehen,  diese  beiden  Evolutenflächen  durch  dieselbe  Glei- 
chung gegeben  sind.     Denn  setzt  man  die  3  Werthe  von 

"  cos  X  cos  /x  cos  V 

in  die  quadratische  Gleichung  des  §  60  ein,  so  hat  man  3  Glei- 
chungen für  I,  71,  ^,  welche  für  beide  Evoluten  dieselben  sind,  wenn 
sich  nicht  etwa  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen  von 
einander  trennen  lassen. 

Letzteres  ist  offenbar  für  die  Rotationsflächen  der  Fall,  die 
Krümmungsmittelpunkte  der  Krümmungslinie,  welche  der  Erzeugungs- 
curve  entspricht,  bilden  die  Evolute  der  letzteren,  und  da  jeder 
Meridian  als  eine  Erzeugungscurve  betrachtet  werden  kann,  so  ist 
die  entsprechende  Evolutionsfläche  diejenige  Fläche,  welche  entsteht, 
wenn  die  Evolute  der  Erzeugungslinie  mit  der  letzteren  um  dieselbe 
Axe  rotirt.  Die  Krümmungsmittelpunkte  jedes  Parallelkreises  da- 
gegen schneiden  sich  in  der  Axe  selbst,  folglich  verwandelt  sich  hier  die 
2.  Evolutenfläche  in  eine  Linie,  die  mit  der  Axe  zusammenfällt.  Für 
die  Kugel  beschränken  sich  beide  Evolutenflächen  auf  den  Mittelpunkt. 
Für  Rotations -Cylinder  und  Kegel  fällt  die  erste  Evolutonfläche,  da 
säramtliche  Normalen  die  einer  Seite  angehören  parallel  sind,  ganz  weg. 

B)  Für  die  Evoluten  der  Krümmungslinien  findet  noch  folgender 
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merkwürdiger  Satz  statt:  In  jedem  Punkte  der  Evolute  steht  ihre  Os- 
culatioDsebene    auf  der  entsprechenden  Tangentialebene  der  Evoluten 
fläche  senkrecht.    Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  geometrisch  beweisen. 
j,jg  20.  F^g-    20.     Sei  31 M^  M\  M'    ein   von 

-^  M.^-———rr.  4  Krümmungslinien  eingeschlossenes  unend- 

lich kleines  Rechteck.  (Es  soll  hier  beiläufig 
bemerkt  werden,  dass  das  Wort  Rechteck 
hier  nicht  ganz  in  dem  gewöhnlichen  Sinne 
zu  nehmen  ist.  Da  nämlich  die  Seiten  unend- 
lich klein,  so  kommen  bei  den  Winkeln  auch 
die  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung 
in  Betracht.  Dann  ist  also  nur  der  Winkel 
in  dem  sich  2  nach  einer  Seite  hin  schneiden, 
also  Jfj  M.  M'  ein  Rechter,  setzen  wir  die 
Krümmungslinien  fort,  so  sind  M^M^3I\, 
M"  M'  M^  rechte,  die  Winkel  M  M'  M^',  M'  ilf/  M^'  weichen  um 
unendlich  kleine  Grössen  von  einem  Rechten  ab.)  Legen  wir  nun 
durch  die  4  Eckpunkte  Jf  ilfj  ilf' Jlf/  Normalen  an  die  Fläche,  so 
dass  sich  die  durch  M  und  M^  gehenden  in  Q,  die  durch  31  und 
3£'  in  N,  die  durch  Jf^  und  If/  in  P,  die  durch  31'  und  Jf/  in 
B  schneiden.  31 N  und  31' N  sind  dann  die  Richtungen  der  auf 
einander  folgenden  Tangenten  der  Evolute,  ihre  Ebene  3131'  N  oder 
MM'  Q  ist  also  die  Krümmungsebene  derselben.  MN  ist  eine  Tangente, 
P  ein  ihr  unendlich  naher  Punkt  der  Evolutenfläche,  die  Ebene  31NP 
d.  h.  MQP  oder  M^MN  also  Tangentialebene  derselben.  Der  Neigungs- 
Winkel  von  MMN  und  31^31  N  ist  aber  31^3131',  also  ein  Rechter. 
Wir  müssen  hier  gleich  den  allerdings  hier  noch  nicht  bewiesenen 
Satz  voraus  nehmen,  dass,  wenn  die  Tangentialebene  einer  Fläche 
auf  der  Osculationsebene  einer  in  ihr  enthaltenen  Curve  immer  senkrecht 
steht,  diese  letztere  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche  ist.  Es  wird 
dies  später  bewiesen  werden.  Sonach  folgt,  dass  die  Evolute  einer 
Krümmungslinie  auf  der  Evolutenfläche  immer  eine  kürzeste  Linie  ist. 
C)  Noch  eine  andere  Definition  für  die  Krümmungslinien  er- 
giel)t  sich  aber  aus  dem  am  Schluss  des  §  46  a  bewiesenen  Satze 
von  den  conjugirten  Tangenten. 

Da  nämlich  Mi31y  die  conjugirte  Tangente  von  M^M^,  3131' 
die  von  M31^  ist  so  wird  die  Tangentialebene  des  Punktes  M,  d.  h. 
M'M3Ii  von  der  Tangentialebene  31i  M^M^  des  Punktes  31^  in 
Mi3Ii'  geschnitten,  das  Viereck  in  3131^31^  31'  ist  also  ein  ebenes. 
Dies  ist  nicht  selbstverständlich.  Vielmehr  ist  ein  von  vier  unend- 
lich  nahen  Punkten   einer  Fläche   gebildetos   Viereck   als   nicht  eben 
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zu  betrachten,  wenn  auch  die  beiden  Dreiecke,  in  welche  sie  von 
einer  Diagonale  getheilt  wird,  nur  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
mit  einander  machen.  Dieser  muss  jedoch  berücksichtigt  werden, 
da  es  sich  ja  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  handelt. 

Das  in  §  46  a  (Schluss)  Gesagte  aber  zeigt,,  dass  bei  jeder  Fläche 
2  Systeme  einander  unendlich  naher  Linien  sich  nur  dann  in  ebenen 
(unendlich  kleinen)  Vierecken  schneiden,  wenn  die  in  irgend  einem 
Punkt  M  sich  schneidenden  Curvenelemente  MM^  und  M3I'  conju- 
girten  Tangenten  angehören. 

Sonach  lässt  sich  zu  jeder  Schaar  Curven  auf  einer  Fläche  eine 
zweite,  aber  im  Allgemeinen  auch  nur  eine  bestimmen,  durch  welche 
die  Fläche  in  unendlich  kleine  als  eben  zu  betrachtende  Vierecke 
getheilt  wird. 

Da  aber  conjugirte  Tangenten  sich  nur,  wenn  sie  Hauptschnitten 
angehören,  rechtwinklig  schneiden  (§  46a),  so  folgt  hieraus:  Eine 
Fläche  lässt  sich  immer  auf  eine  aber  im  Allgemeinen  nur  auf 
eine  Art  in  unendlich  kleine  ebene  Vierecke  theilen ,  deren  jedes 
einen  rechten  Winkel  hat,  nämlich  durch  die  Krümmungslinien,  und 
für  die  letzteren  ergiebt  sich  die  Definition:  „Krümmungslinien  einer 
Fläche  nennt  man  die  beiden  Systeme  orthogonaler  Curven,  durch 
welche  sie  in  unendlich  kleine  ebene  Vierecke  getheilt  wird". 

D)  Hiera^  sollen  noch  einige  analytische  Darstellungen  ge- 
schlossen werden,  für  die  wir  Folgendes  einleitend  zu  bemerken  haben : 
Wie  schon  oben  gezeigt,  stellen  die  Gleichungen  x  =  f  [u,  v) 
y  =  fi  (u,  v)  z  =  f.^  (m,  v)  dann  eine  Linie  auf  der  Fläche  4ar,  wenn 
V  eine  gegebene  Function  von  u  ist.  Die  Annahmen  ii  =  Const., 
und  V  =  Const.  geben  dann  2  Systeme  von  Linien  auf  der  Fläche. 
Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass,  wenn  2  Liniensysteme  auf 
der  Fläche  gegeben  sind,  die  an  sich  willkürlichen  Grössen  u  und  v 
sich  immer  so  wählen  lassen,  dass  die  Gleichung  u  =  Const.  die 
Linien  des  einen,  v  =  Const.  die  des  andern  Systems  darstellt.  Denn 
legen  wir  durch  den  beliebigen  Punkt  M  der  Fläche  eine  Linie  des 
ersten  und  eine  des  zweiten  Systems,  eben  so  durch  den  festen  Punkt  Ä  der 
Fig.  20a.  Fläche  2  Linien,  eine  aus  jedem  System,  seien  P  und  N 
die  Schnittpunkte  mit  den  von  M  gezogenen  Curven, 
bezeichnen  wir  die  Länge  ÄP  mit  w,  AN  mit  v,  so 
ist  klar,  dass  für  jeden  Punkt  von  MF  n  und  für  jeden 
von  MNv  unveränderlich  ist,  und  dies  gilt  für  alle  Punkte 
der  Fläche.  Diese  Betrachtungen  lassen  sich  noch  etwas 
erweitern.  Seien  nämlich  3  Systeme  von  Flächen  gegeben,  welche  den 
ganzen  Raum  oder  einen  Theil  desselben  continuirlich  ausfüllen,  je 

JoAcniMSTnAi. ,  Anwendnng  d.  Differentialrechn.    2.  Aufl.  8 
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2  Flächen  aus  verschiedenen  Systemen  geben  dann  eine  Schnittcurve, 
so  dass  ebenfalls  3  Systeme  von  Schnittcurven  entstehen.  Man  kann 
diese  Flächen  und  Schnittcurven  dann  gegeben  denken  durch  3  Glei- 
chungen: 

X  =  fu,  Vj'W  y  =  f^u,v,w,  0  =  f^  u,  V,  iv, 
wo  u,  V,  IV  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  für  jede  Fläche  des  ersten 
Systems  u,  für  die  des  zweiten  bezüglich  dritten  Systems  v  und  iv  constant 
sind,  ebenso  sind  für  die  Schnittcurven  bezüglich  v  und  iv,  w  und  u, 
u  und  V  constant.  Legt  man  nämlich  durch  einen  beliebigen  Punkt 
M  die  3  zugehörigen  Flächen,  und  ebenso  durch  den  festen  Punkt  A 
und  nennt  die  Stücke  der  durch  A  gehenden  Schnittcurven  bis  zu 
den  Schnittpunkten  mit  den  durch  M  gehenden  Flächen  u,  v,  iv,  so 
ist  offenbar  z.  B.  für  jede  Fläche  des  ersten  Systems  u  constant,  für 
die  des  zweiten  v  =  Constant,  für  die  Schnittcurve  je  einer  Fläche 
aus  den  beiden  ersten  Systemen  also  u  und  v  constant. 

Hiernach  wird,  Avenn  x,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
sind,     die    Coordinate     eines    benachbarten    Punktes    auf    einer    der 

'^  oc  3  00  3  cc 

3  Linien  der  3  Systeme,  x  4-  i^  du ,    x  4-  ^^-  dv ,     x  -4-  ^—  dw  sein, 

und  ebenso  für  die  anderen  Coordinaten,  das  Fortschreiten  auf  einer 
dieser  Linien    wird   also   durch   die   partiellen  Differentiale  von  x  y  z 

noch  u  V  tv    angezeigt.      Statt    dessen    wollen    wir    aber    für  k—  dii , 

-FT-  d^ ,     o—  dtv ,  die  kürzeren  Bezeichnungen  d.  d.,  do  wählen,  so  dass 

also  bezüglich:  x-\-d^x,  x -\- d,^x ,  x -{- d^x ,  die  ic- Coordinaten 
der  31  benachbarten  Punkte  auf  den  durch  M  gehenden  Linien  der 
3  Systeme  sind.  Geht  man  nun  z.  B.  von  Punkt  31  zu  dem  be- 
nachbarten Punkte  der  Linie  des  ersten  Systemes  Mi  und  von  diesem 
zu  dem  durch  Jfj  gehenden  benachbarten  Punkte  31^'  der  Linie 
des  zweiten  Systems  über,  so  ist  die  ic- Coordinate  von  J//  offenbar 
X  +  d^x  -f-  d^ix  +  dix)  =  X  -{-  d^x  -\-  d^x  +  d-^d^x  und  nach 
den  ersten  Grundsätzen  der  Differentialrechnung  d^d^x  =  d^d^x. 
Selbstverständlich  gilt  dies  Alles  für  2  Systeme  von  Curven  auf 
einer  Fläche,  nur  dass  hier  d^  wegfällt.  Wir  wollen  mit  Hülfe 
dieser  Algorithmen  jetzt  nochmals  die  Gleichungen  der  Krümmungs- 
linie aufstellen. 

Wir  gehen  hierbei  von  der  Betrachtung  aus,  dass  2  nächste 
Normalen  der  Fläche,  welche  in  derselben  Krümmungslinie  liegen,  sich 
schneiden  und  also  die  Entfernungen  ihres  Schnittpunktes  N  (Fig.  20), 
von  den  Schnittpunkten  mit  der  Fläche  M  und  31'  gleich  und  zwar 
gleich  dem  Krümmungsradius  sind,  sei  der  letztere  also  31 N  =  M' N 
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=  Qi,  xtjz  die  Coordinaten  von  M,  x  -\-  diX,  y  -{-  dip ,  2  -\-  diZ 
die  von  M' ,  indem  wir  das  Fortschreiten  auf  dem  ersten  System 
der  Krümmungslinien  mit  d^  bezeichnen,  seien  ^rj^  die  Coordinaten 
von  N,  femer  X[iv  die  Cosinus  der  Winkel  der  Normale  in  M  mit 
den  Axen,  so  sind  die  Projectionen  von  MN  auf  die  3  Axen: 

und  von  M': 

X -jr  diX  —  ^  =  Qi(X -{-  d,X),      y  +  d^x  —  f)  =  Q^{(i  -j-  d^^), 
z  -\-  d^z  —  g  =  Q^{v  +  d^v) 
und  durch  Subtraction: 

d^x  =  Qyd^l,       d^y^Q^d^^,       d^^z  =  Q^d^v. 

Ebenso  ergiebt  sich   für  die   Krümmungslinien  des  zweiten  Systems: 

d.2X  =  Q^d^X,       d.^y  =  Q.^d.^ii ,       d^z  =  Q.^d.2V. 

Da  d.x...  dcX...  den  Cosinus  der  Winkel  der  Tangente  mit  den 
Axen  parallel  sind,  so  hat  man  noch  identisch: 

Id^x  -\-  ^d^y  -\-  vd^z  =  0,      kd.^x  -\-  ^d^y  +  vd.^z  =  0. 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  von  den  3  Gleichungen  jedes 
Systems  eine  eine  Folge  der  andern  ist.  Multipliciren  wir  in  der 
That  die  3  ersten  z.  B.  bezüglich  mit  Aftv,  so  wird  die  Summe 
identisch  0  =  0. 

Da  Aftv  gegebene  Functionen  sind,  so  dienen  die  beiden  andern 
Gleichungen  z.  B.  des  ersten  Systems  dazu,  p^  und  eine  Beziehung 
zwischen  d^^x ,  d^y  und  d^z  zu  finden,  während  eine  zweite  sich  aus 
der  Gleichung  der  Fläche  ergiebt,  man  erhält  also  den  Krümmungs- 
radius und  die  Differentialgleichung  der  Krümmungscurven.  Wir 
unterlassen  die  Ausführung,  da  die  Resultate  schon  gegeben  sind. 

Aber  auch  die  anderen  Eigenschaften  der  Krümmungslinien 
folgen  aus  diesen  Gleichungen. 

Die  Gleichung  Id-^^x  -j-  ^id^y  -j-  vd^z  =  0  z.  B.  giebt,  wenn  man 
mit  dem  Zeichen  d^  differentiirt: 

Xd^d^x  +  i^'ä^d^y  +  vdid^z  +  d^XdiX  +  d^^d^y  -\-  d^vd^z  =  0, 

und  wenn  man  kd.^x  -\-  ^d^y  +  v<?2^  ^^^  ^^^  Zeichen  di  differentiirt: 

Id^d^x  +  fid^d^y  +  vd^d^z  -\-  d^kd^x  +  di^id^y  -{-  d^vd.^z  =  0, 

also: 

dild.^x  -\-  d^^d.^y  -\-  d^vd.^z  =  d.^XdyX  -\-  d.j.^diy  -j-  d.^vd^z . 

Aus  der  Gleichung  beider  Systeme  von  Krümmungslinieu  ergiebt 
sich  aber  durch  Multiplication  und  Addition: 
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Fig.  20. 
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Qi{d^Xd^x  +  ^if'^22/  +  divd^z)  =  Q^{d2ldiX  -f-  d-^^d^y  -\-  d^vd^s), 
also   entweder  Qi  =  Q^,  und   da   das   im  Allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein  kann: 

d^Xd^x  -{-  dy^d^y  -{-  d^vd^B  =  0 

d^ld^x  -\-  d^iid^^y  +  d^^vd^^  ==  0 

Xdid2X  -\-  ^did^y  -\-  vdid^z  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  giebt  den  analytischen  Beweis  des  geo- 
metrisch gefundenen  Satzes,  dass  die  durch  31  und  M^  gelegten 
Tangenten  der  Krümmungslinien  des  zweiten  Systems  in  einer 
Ebene  liegen. 

Es  sind  nämlich   die    Coordiuaten    des 
Punktes  M^   (Fig.  20) 

x-\-d^x-{-d2{x-\-d^x)=x-\-dy^x-\-d2X-\-d^d^x 
u.  s.  w.  also  die  Cosinus  der  Winkel  der 
Diagonale  MM^  mit  den  Axen  proportional : 
d^x  -\-  d^x  +  d^^d^x ,     d^y  -\-  d.^y  -(-  d^d^y , 

d^z  -\-  d^z  -\-  d^d^z . 
Die  Gleichung 

kd^d^x  -\-  (id^d^y  +  vd^d^z  ==  0 
oder: 

X(diX  -\-  d^x  -\-  d^d^x)  -{- =  0, 

welche  wegen 

XdyX -{-..  =  0     Xd2X  -\-  ...  ==  0 

mit  der  vorhergehenden  identisch  ist,  drückt  also  aus,  dass  MM^ 
ebenso  wie  MM^  und  MM'  auf  der  Normale  in  M  senkrecht  stehen^ 
diese  3  Linien   also  in  einer  Ebene  liegen. 

Auch  dass  die  Krümmungslinien  sich  rechtwinklig  schneiden, 
zeigen  unsere  Gleichungen,  multipliciren  wir  nämlich  die  3  Glei- 
chungen dyX  =  QdyX  u.  s.  w.  bezüglich  mit  d^x  d^y  d^z  und  addiren, 
so  kommt 

dyxd^x  -\-  d^yd^y  +  dyZd^z  =  0, 

da  übrigens  diese  Gleichung  die  Orthogonalität  der  Krümmungs- 
linien und  die  Gleichung  Xd^d^x  -{-  ^id^d^y -^  vd^d^z  =  0  anzeigt, 
dass  dieselben  ebene  Vierecke  bilden,  so  sind  beide  Gleichungen 
dafür  nothwendig  und  ausreichend,  dass  die  Zeichen  dy  und  do  auf 
Krümmungslinien  sich  beziehen,  denn  diese  Eigenschaften  definirten 
dieselben.  Es  können  in  der  That  aus  diesen  Gleichungen  auch 
leicht  die  ursprünglichen  beiden  Systeme,  welche  q^  und  q.^,  enthalten, 
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abgeleitet  werden.     Wir  wollen   aus  den  ersteren  jedoch  einen  Satz 
ableiten,  der  später  noch  von  anderen  Ausgangspunkten  bewiesen  wird 
Seien    gegeben    3   Systeme    auf   einander    orthogonaler   FUlcben 
und    mögen  di  d^  d^   das   Fortschreiten  auf  ihnen,  also  ebenfallts  unf 
einander  orthogonalen  Schnittlinien  anzeigen. 

Dann  ergiebt  sich  aus  dieser  Eigenschaft  der  Orthogonalität: 
d^xd^x  -(-  d^yd^y  +  d^sd^z  =  0 
d^xd^x  +  d^yd^y  -j-  d^sd^z  ==  0 
d^xd^x  +  d^yd^y  -j-  d^zd^z  ==  0. 
Differentiirt  man    diese  Gleichungen  bezüglich   mit  den  Zeichen 
^3  ^2  ^ij  ^0  kommt: 

d^xd^d^x  ■\-  ...  =  -r-  d^xd^d^x  —  ... 
d^xd^d^x  -\-  ...       —  d^xd^d^x  —  . ,. 
die  erste  und  letzte  Gleichung  geben: 

d^xdyd.2X  +  —  =  d^xd^d^x  -\-  ... 
was  also  nur  mit  den  zweiten  verträglich  ist,  wenn: 
d^xd^d^x -\- d^yd^d^y -\- d^zd^d^z  =  Q. 
Dieser  Gleichung  entsprechen  2  andere,  die  sich  durch  Versetzung 
der  Zahlen  1,  2,  3  ergeben. 

Da  d^x,  d^y,  d^z  aber  den  Cosinus  der  Winkel  proportional  sind, 
welche  die  Curven  des  dritten  Systems  mit  den  Axen  bilden,  diese 
aber  auf  den  Flächen  senkrecht  stehen,  welche  die  Curven  des  ersten 
und  zweiten  Systems  zu  Schnittlinien  haben,  so  sind  d^x,  d^y,  d^z 
mit  k[iv  proportional,  wenn  l^v  die  obige  Bedeutung  haben  und 
man  hat: 

Xdid^x  4"  ^^1^2^  +  vd^d^z  =  0, 
diese  Gleichung  in  Verbindung  mit 

d^xd^x  -\-  diyd.2y  +  d^zd^z  =  0, 
aber  war  Definitionseigenschaft  der  Krümmungslinien,  also: 

„Drei  Systeme  auf  einander  orthogonaler  Flächen  schneiden  sich 
immer  in  Krümmungslinien". 

Dieser  Satz  ist  von  Dupin  gefunden  worden. 

§  65. 
Beispiel  1.     Von  der  Schraubenfläche  (§  53) 
2  ==  a    u,    y  =  V  •  sin  u,    a;  =  v  •  cos  u 
die  Krümmungscurven  zu  finden. 


=  a 

du 

=  V  cos 

11 

dx 

du 

=  —  ^  sin  u 

=  0 

d'y 
du' 

=  -» 

siu  u 

d'x 

du^ 

=  —  V  cos  u 

=  0 

d  V 

=  sin  u 

dx 
dv 

=  cos  It 

=  0 

dv' 

=  0 

d''x 

du^ 

=  0 

=  0 

d'y 

dudv 

=  cos  u 

d^x 
dudv 

=  —  sin  11 . 
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Man  hat 

du 
d^z 
du"' 

dl 

dv 
d^z 
dv'' 

d^z 

dudv 

Mithin  wird :  Ä  =  —  «  sin  n  B  =  cc  cos  u  C  =  —  v  E  ==  a^  -\-  v^ 
F=0  G=l  D==0  D'  =  K  D"  =  0.  Also  die  Gleichung  für 
die  Krümmungscurven  —  iP  a  («^  -\-  v^^  -{-  a  =  ^  oder 

li^  =  -^— j — 5  oder  du  =  H — 7 — ^--t=  • 
Demnach  ist 

~~J  Vcc'  +  v'f        —  y  ^  y     -^    } 

Diese  Aufgabe  ist  bedeutend  schwieriger  zu  lösen  für  die  Form 

s  =  a  •  Are  tg  —  • 

°  x 

Aus  §  60  ergiebt  sich  ferner:  t  =  „^\  ,   ^,  also  t  =  -\-  — — ~- — '■ 
^  "  Du  -\-  B  —         a 

und  wegen  t  ==  y-yß-^T^i^  ()  =  +  "      — .    In  jedem  Punkte  sind  also 

beide  Krümmungsradien  gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet.  Die 
Cosinus  der  Winkel  der  Normale  mit  den  Axen  (§  56)  werden: 

—  a  sin  u  a  cos  v  —  v 


ya^  4-  V-'  '    >/«*  +  v""  '     y«'^  +  «^  ' 
für  den  Krümmungsmittelpunkt  war  (§  64a)  ic  —  ^  =  Q  cos  X^  u.  s.  w. 
also : 


I  =  V  cos  w  -f;  siu  u  ]/«^  +  v''  7     fj  =  V  sin  tt  +  cos  ^f  ]/«''^  -}"  ^'^> 

,                  .     vya^-{-v^ 
^  =  cell  -\ 

Dies  sind  also  die  Gleichungen  der  Evolutenfläche. 

2)  Die  Krümmungscurven  auf  den  beiden  Paraboloiden 
zu   suchen,    deren   Gleichungen   man    zusammen   so   schreiben  kann 

2s  ==^  -{-  -L.     Hier    ist  p  =  ~,     q  =  t,     r  ==  -,    s  =  0,     t  =  ^^ 

Demnach   wird 

a'b    '    "^"^  ^^  \       a  6        ^        ""^     ab 


dx^  ^^rdxdyX  — ^ ^  ]-dy'  ^,  =  0 
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oder,  wenn  mau  mit  a^  h^  multiplicirt 

hxij  dx^  +  dx  dy[ah  (b  —  a)  +  ai/  ~  bx^}  —  axy  dy^  =  0. 
Um   diese   Gleichung   zu   integrireu,    multipliciren   wir  sie   mit  x  •  y, 
worauf  wir  sie  so  schreiben  können: 

b-y^(x-  dxf  +  { ah  (&  -  a)  +  ay''  —  bx'  ]  {xdx)  (ydy)  -  ax''  {y  ■  dyf  =  0, 
oder  x^  =  X,  y^  =  Y  gesetzt: 

Yb  (dXy  -{-  (ab  (b  -a)  +aY—bX)dXdY-aX(dYf  =  0, 
d.  h. 
Y{ b  (dXy  +  adXd  Y}  =  X{bdXdY-\-  a {d  Yf)  +  («6)  {a  -  b)  dXd  Y 

oder  wenn  man  -.^^  =  Y'  setzt: 

Y  =  xr  -\-  «&(«_&) —I__. 

Diese  Gleichung  ist  ein  besonderer  Fall  der  sogenannten  Clairautschen 

Y=XY-j-^(Y) 
Dieselbe  giebt  durch  Differentiiren : 

Also  entweder:  X=qp'  {Y'),  was  jedoch  nur  eine  singulare  Auflösung 

d  Y'  , 

ist,  oder  -r^  =  0     Y  =  C ,  dieser  Werth  in  die  Clairautsche  Glei- 
chung gesetzt,  giebt:   Y  =  cX -\- g)  (c) ,  und  für  unsern  speciellen  Fall: 

V ^-y   ,    ab{a  —  b)c         , 2    ,    abia  —  b)c 

'        b  -{-  ac      '     '^  '        b-]-  ac 

Für  jeden  Werth  von  c  ergiebt  sich  hieraus  eine  Krümmungs- 
curve.  ünsre  Gleichung  giebt  ihre  Projectionen  auf  die  ic«/ -Ebene, 
Diese  Projectionen  sind  also  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  je  nachdem 
man  c  negativ  oder  positiv  nimmt. 

Die  Werthe  von  c  ergeben  sich,  wenn  man  für  x  und  y  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Fläche  nimmt,  da  dann 
aber  die  Gleichung  für  c  quadratisch  ist,  so  geben  die  daraus  ge- 
zogenen beiden  Werthe  von  c  die  beiden  Krümmungslinien  des  be- 
trachteten Punktes. 

Die  Krümmungscurven  derjenigen  Flächen  zweiten  Grades,  welche 
einen  Mittelpunkt  haben,  werden  später  entwickelt  werden. 

§  66. 
Wir  lösen  nun  noch  das  Problem,  die  Differentialgleichung 
der  Krümmungscurven   für  die  Form  F  (x,  y^  z)  ==  0  abzu- 
leiten. 
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Zur  Auffindung  der  Hauptschnitte  und  Hauptkrümmungsradien 
dienten  uns  früher  die  Formeln  (9)    §  48,    von  denen   die   erste    ist: 

3— ö  cos  a  +  5 — 5-  cos  p  +  ö — ö-  cos  y  -\-  e  -  cos  a  -\-  £  •  •<—  ==  0 . 

Hierin  sind  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  an  einem  der 
beiden  Hauptschnitte  mit  den  drei  Axen  bildet.  Diese  Tangenten  sind 
zugleich  die  Tangenten  an  die  Krümmungscurve.     Die  Cosinus  dieser 

Winkel    sind    aber  -j- ,  -^ ,  -j- ,    wenn    sich   dx ,   dy ,   dz   auf  Ver- 

et  S        Cv  S        Cv  s 

rückungen    innerhalb    der   Krümmungscurven    beziehen.      Setzen    wir 

diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  ein,   so  wird   sie   sich  nun  auf 

die  Krümmungscurve  beziehen.    Schreiben  wir  dabei  statt  s'ds  wieder 

s   'der  Kürze  wegen,  so  wird  die  Gleichung 

d'^F  d^F  d'^F  ,     dF 

ä^  •  ^^  +  dx-rWy  ■  ^y  +  daTWz  -ds-^B-dx-^B  'j^^O, 

oder 

Die  andern  beiden  Gleichungen  (9)  §  48  geben  entsprechend 

und 

Eliminirt  man  s  und  b'  ,  so  bekommt  man 

^  (If )  llf  •  ^ ^  -  If  •  ^ ^ )  +  ^  (If )  (If  •  ^^  -  If  •  ^ ^  1 

Entwickelt  man  die  d  \^—),   (ä~);    ("^j;    ^^   erhält  man   einen 

Ausdruck,  in  welchem  dx,  dy  und  dz  in  der  zweiten  Dimension  vor- 
kommen. Daraus  hat  man  dz  und  z  zu  eliminiren,  um  auf  eine 
Gleichung  zu  kommen,  die  nur  x  und  y  enthält.  Diese  Elimination 
geschieht  mittelst  der  Gleichung  der  Fläche  F(x,  y,  z)  =  0  und  ihrer 

o  TT!  Q   TP  C)   77' 

Differentialgleichung  -5—  dx  4-  -^—  dy  4-  ,^  dz  =  0 ,  weil  nicht  bloss 

°  ^   dx  '    dy     "^    '     dz  ' 

der  Ausgangspunkt  der  Krümmungscurven,  sondern  alle  ihre  Funkte 
auf  der  Fläche  liegen  sollen. 

Hieraus  kann  man  noch  eine  andere  Gestalt  der  Gleichung  der 
Krümmungscurven  für  den  Fall  leicht  ableiten,  dass  die  Gleichung 
der  Fläche  in   der  Form  z  =  f{x,  y)  gegeben  ist.     Es  ist  nämlich 
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alsdann  F  =  f  {x,  y)  ~  z,   also  ||'=i?,  |f  =(?,  |f  ==  -  1 ,  also 

wird  hiernach  die  Gleichung  der  Krümmungscurven 

dp { qdz  -{-  dy]-{-  dq{—  dx  ~  pds }  =  0 

oder,  wie  man  schreiben  kann 

pdz  +  dx  qdz  -\-  dy 

■     dp  dq 

Diese  Gleichung  ist  natürlich  identisch  dieselbe  wie  die  in  §  64;  denn 
man  hat  dz  =  pdx  +  qdy,  dp  =  rdx  -\-  sdy,  dq  =  sdx  +  tdy.     Sie. 
ist  bequemer  für  einige   Untersuchungen,    z.  B.   für  die  Lösung   der 
folgenden  Frage. 

§67. 
Ist  es  möglich,  dass  eine  Fläche  eine  ebene  Krümraungs- 
curve  haben  kann?  und  in  welchem  Falle?  Angenommen,  es 
gebe  in  einer  Fläche  eine  ebene  Krümmungscurve,  so  machen  wir 
die  Ebene  derselben  zur  xy-WoQUQ.  Dadurch  wird  offenbar  dz  =  0,  was 
auch  dann  noch  der  Fall  ist,  wenn  die  Curve  in  einer  Ebene  liegt, 
welche  der  xy-^hene  parallel  liegt;  denn  alsdann  ändert  sich  z  nicht. 
Die  Gleichung  der  Krümmungscurven  (§  66)  geht  also  über  in 
d  oc         dt  ti 

^  =  ^  •  Ist  die  Gleichung  der  Fläche  z  =  f(x,  y),  so  ist  die  Glei- 
chung der  ebenen  Curve  0=f(x,y),  und  wenn  man  dies  differen- 
tiirt,  so  wird  0  =  p  -  dx  -{-  q  -  dy\   also   wird   -7-   einerseits  =  —  -  , 

andrerseits  =  -^ ;  folglich  hat  man  für  diese  Flächen  die  Gleichung 

p  •  dp  -\-  q-  dq==  0,    welche    integrirt    giebt  p^  -{■  <f  =  c\    d.  h.  die 
beiden  Functionen  p  und  q  müssen    für  diesen  Durchschnitt  mit  der 
ic «/-Ebene    die  Eigenschaft   haben,    dass    die   Summe    ihrer   Quadrate 
constant  ist.     Man  kann  dies  auch  geometrisch  so  ausdrücken: 
Da  die  Gleichung  der  Tangentialebene  T  folgende  ist: 
t^  —  Z  =  p  {i,  —  x)  +  q  (ri  ~  y), 
also  der  Cosinus  des  Winkels  der  Tangentialebene  mit  Ebene  xy 

1 


Vi+P'  +  i" 

so  muss  in  gegenwärtigem  Falle  die  Tangentialebene  gegen  die  xy- 
Ebene  oder  gegen  den  Schnitt  eine  constante  Neigung  haben.  Mit 
andern  Worten: 

Wenn  eine  Krümmungscurve  eben  ist,  so  bilden  die 
Tangentialebenen  entlang  der  Krümmungscurve  mit  der 
Ebene  der  Krümmungscurve  einen  constanten  Winkel. 
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Der  Satz  gilt  auch  umgekehrt:  Bilden  die  Tangential- 
ebenen einer  Fläche  entlang  einer  ebenen  Curve  derselben 
mit  der  letzteren  einen  constanteu  Winkel,  so  ist  dies  eine 
Krümmungscurve. 

Beweis.  Die  ebene  Curve  sei  die  a??/- Ebene;  dann  findet  fol- 
gende Gleichung  statt:  ds  =  0  oder  p  ■  dx  -\-  q  ■  dy  =  0.  Da  ferner 
die  Tangentialebene  mit  dieser  Schnittebene  einen  constanten  Winkel 
bildet,  so  ist  (p^  +  9'^  =  ^  oder)  pdp  -\-  qdq  ==  0.  Diese  beiden 
Gleichungen  befriedigen  aber  die  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen 
aufgestellte  Gleichung  der  Krümmungscurven. 

Bei  den  Rotationsflächen  umhüllen  die  Tangentialebenen  entlang 
dem  Meridian  einen  Cylinder,  von  welchem  der  Meridian  normaler 
Schnitt  ist.  Bei  den  Parallelkreisen  umhüllen  sie  einen  Umdrehungs- 
kegel und  sind  ebenfalls  alle  gegen  den  Schnitt  gleich  geneigt.  Die 
durch  je  2  Hauptaxen  einer  Fläche  zweiten  Grades  gehenden 
Schnitte  sind  Krümmungslinien,  denn  die  Tangentialebene  ihnen  ent- 
lang steht  immer  normal  auf  ihnen. 

7.  Die  Theorie  der  geradlinigen  Flächen. 

§  68. 

Erklärung.  Eine  geradlinige  Fläche  ist  eine  solche,  die 
durch  Bewegung  einer  Geraden  entstanden  ist.  Dahin  gehören  die 
allgemeinste  Cylinder-  und  die  allgemeinste  Kegelfläche,  und  zwar 
gehören  diese  der  einen  der  beiden  grossen  Gruppen  dieser  Art 
Flächen  an;  in  der  andern,  welche  wesentlich  von  dieser  ersten 
unterschieden  ist,  befinden  sich  Flächen  wie  das  einschaalige  Hyper- 
boloid und  das  hyperbolische  Paraboloid.  Die  Gerade,  durch  welche 
die  Fläche  entsteht,  in  irgend  einer  ihrer  Lagen  genommen,  heisst 
Erzeugungslinie. 

Aufgabe.  Die  allgemeinste  Gleichung  der  geradlinigen 
Flächen  aufzustellen. 

Die    Gleichungen    der    Geraden    seien    in    der    Form    gegeben 

I    ~  T  1-  »  welche  sie  immer  annehmen  können.     Dann  werden 

diese  Gleichungen  die  einer  geradlinigen  Fläche  ergeben,  wenn  in 
ihnen  die  Constanten  a,  b,  «j,  h^  als  Functionen  irgend  eines  Para- 
meters t  gegeben  sind,  und  man  diesen  Parameter  aus  ihnen  elimi- 
nirt.  Sind  diese  Constanten  die  allgemeinsten  Functionen,  so  erhält 
man  durch  Elimination  des  Parameters  die  allgemeinste  geradlinige 
Fläche. 
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Dieser  Parameter,  den  wir  eliminiren,  kann  eine  der  Grössen 
a,  h,  a^,  l)y,  selbst  sein.  Denn  wenn  a  eine  Function  von  t  ist,  so 
ist  auch  £  eine  Function  von  a,  und  wir  können  somit  die  andern 
Cöüstanten  als  Functionen  von  a  ansehen.  Somit  können  wir  die 
allgemeinste  Gleichung  einer  geradlinigen  Fläche  so  schreiben 
fz  =  a  •  X  -\-  F  (a) 
1 2  =  (jp  (a)  .  2/  +  /■  (a)  ■ 

Wollen  wir  die  Gleichung  dieser  Fläche  so  haben,  dass  x,  y,  z 
als  Functionen  zweier  unabhängigen  Variablen  sich  darstellen,  so 
gehen  wir  von  folgender  Gleichung  der  geraden  Linie  aus: 

X  —  k  ^^  y  —  ri  __  2  —  t  ^^ 
a  b  c  ' 

WO  xys  die  laufenden  Coordinaten,  ^rj^  die  eines  gegebenen  Punktes 
der  Erzeugungslinie,  und  ahc,  wie  dies  ja  immer  zu  bewerkstelligen 
ist,  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Linie  mit  den  Axen 
macht,  dann  ist  noch  a^  -\-  b"^  -{-  c'  =  \.  v  ist  hier  noch  die  Ent- 
fernung eines  beliebigen  Punktes  xyz  der  Linie  vom  Punkt  ^rj^, 
Man  hat  dann: 

X  =  ^  -\-  av,       //  =  ■»?  +  bv,       z  =  l  -\-  cv. 

Nimmt  man  nun  i,ril  und  ahc  als  Functionen  einer  Variable  n, 
so  dass  ahc  nur  der  Bedingung  unterworfen  sind:  a^  -\-  h^  -\-  c^  =  \ . 
und  denkt  sich  v  als  zweite  Variable,  so  stellen  diese  3  Gleichungen 
die  geradlinige  Fläche  vor.  Setzt  man  v  =  0,  so  wird  x  =  ^  ^  =  ^ 
z  =  t,.  Diese  Gleichungen,  welche  u  enthalten,  geben  dann  die  Glei- 
chung einer  Curve,  und  zwar  derjenigen,  welche  bei  der  Bewegung 
der  Erzeugungslinie  der  Punkt  ^rj^  beschreibt.  Wir  wollen  diese 
Curve,  die  also  durch  v  =  0  bestimmt  ist,  Fundamentalcurve  der  gerad- 
linigen Fläche  nennen.  Somit  ist  also  auch  v  das  Stück  der  Er- 
zeugungslinie  von  einem  beliebigen  Punkte  xyz  bis  zu  dem  zuge- 
hörigen ^t]^  der  Fundamentalcurve. 

u  gleich  Constant  dagegen  giebt  die  Gleichungen  einer  be- 
stimmten Lage  der  Erzeugungslinie. 

Uebrigens  ist  es  nicht  nöthig,  dass  ahc  die  Gleichung  a^  -\-  W 
_|-  c'-^  =  1  erfüllen.  Tritt  dies  nicht  ein,  so  sind  eben  ahc  nur  den 
angeführten  Cosinus  proportional,  auch  stellt  in  den  Gleichungen 
X  =  I  -{-MV  u.  s.  w.  V  nicht  die  Entfernung  der  Punkte  {xyz)  und 
(|7?g)  vor. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Fläche: 

^/—U-\-V  -,/—  W  —  «  ^  UV 
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Da  sich  für  v  ==  0,  x  =  ^,  y  =  rj,  s  =  ^  ergiebt,  so  ist: 

und  unsere  Gleichungen  nehmen  die  Formen  an 

2  2  2 

Für  V  =  0  erhält  man 

Die  Fundamentalcurve  liegt  also  in  der  Ebene  xy,  und  die  Tangente 
ihres  Winkels  mit  der  x-Axe  ist  gleich  1/  —  • 

Unsere  Fläche  entsteht,  wenn  man  durch  jeden  Punkt  dieser 
Curve  eine  Gerade  legt,  deren  Winkel  mit  den  Axen  bezüglich  die 
Cosinus  haben: 

2r  '  2r  '       2r' 

wenn   r  =   -  Yp  +  g'  +  ^^  ^st. 

Sollen  die  Erzeugungslinien  der  Fläche  bestimmt  werden,  so  ist 
n  allein  als  constant  zu  betrachten.  Man  erhält  aber  durch  Eli- 
mination von  v: 

2x  2y  2z 

~  Yp        ~        y^~~  '^  ' 

also 

1)  M  =  -=  +  ^ 

^  Vp      Vq 


2) 


22  X  y 

^^Vp~Vq' 

Beide  Gleichungen  drücken  Ebenen  aus,  die  Gleichung  1)  aber  eine 
Ebene,  welche  sich  selbst  parallel  bleibt,  wenn  man  u  ändert.  Also 
liegen  alle  Geraden  der  Fläche  in  parallelen  Ebenen  oder  sind  einer 
Ebene  parallel.     Man  findet  aber  ebenso,  wenn  man  u  eliminirt: 

3)  V  ==  -= ^ 

Vp      Va 

und 

^  ^      Vp^Vä' 
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das  System  der  Curven  v  =  Const.  ist  also  ebenfalls  eine  Schaar 
Gerader,  die  wegen  der  Gleichung  3)  einer  Ebene  parallel  ist.  Auf 
der  vorliegenden  Fläche  liegen  also  zwei  Schaaren  von  Geraden,  von 
denen  jede  Schaar  einer  Ebene  parallel  ist.  Die  Fläche  ist  ein 
hyperbolisches    Paraboloid;    seine    Gleichung    in    der    gewöhnlichen 

ergiebt    sich    durch   Elimination    von    «    aus 


Form \  2z  = 

iC'' 

_  yi 

~^  ~ 

« 

1)  und  2). 

§  69. 
Für  unsere  nächsten  Untersuchungen  über  die  geradlinigen 
Flächen  entwickeln  wir  die  Gleichung  der  Tangentialebene  in 
irgend  einem  Punkte  der  geradlinigen  Fläche.  Die  allgemeine  Glei- 
chung der  Tangentialebene  hi{X  —  x)  A-{-{Y  —  y)B -\-{Z— z) 0=0 
(§  56  Schluss),  wo  X,  Y,  Z  die  laufenden  Coordinaten,  x^  y,  z  die 
irgend  eines  Punktes  der  Fläche  und  A,  B,  C  die  in  §  53  ange- 
gebenen Determinanten  sind.  Für  die  geradlinigen  Flächen  wird 
nun  A  oder 

dy     dz        dy     dz 

du    dv        dv     du 

ldr\    ,       äh\  ,  lät    ,       dc\  dv        -,  d^    ,         (    db         i  de ) 

==  \T^  +  «^T-/  c  —  0  i~  4-  V  r—    =  C-T^  —  0  ~-  -4-  V  Ic^ &3- 

\au    '       au/  \du    '         m/  du  au    '         [du  du). 

oder  wenn  wir  das  Binom  der  beiden  ersten  Glieder  mit  l,  den 
Factor  von  v  mit  li  bezeichnen,  und  m,  m^,  n,  n^  die  entsprechenden 
Grössen  bei  B  und  C  sind,  so  ist 

A  =  l  -\-l^v ,      B  =  m  -{-  MyV ,      C  =  n  -f-  n^v. 

Demnach  wird  unsre  Gleichung  folgende: 

X(l  +  \v)-{-  Y{m  +  m,v)  +  Z{n  +  n^v) 
=  x(l  -j-  Kv)  -{-  y{m  -\-  m^v)  -\-  z(n  -\-  n^v) 
=  (I  -j-  av)  (l  -\-  liv)  -\-  {rj  -\-  hv)  (m  -j-  m^v)  +  (^  +  ^^)  (**  •+■  **i ^) 
oder  wie  man  sich  leicht  überzeugt 

=  ^{l  +  liv)  -\-  rj{m  -\-  niiv)  -f  ^{n  -{-  n^v). 

Wir  können  also,  wenn  wir  für  l,  l^  u.  s.  w.  ihre  Werthe  zurück- 
setzen und  die  Differentiationen  nach  u  durch  Accente  bezeichnen, 
die  Gleichung  der  Tangentialebene  so  schreiben: 

X  -  I)  {cV-  ht'-\-v{ch'-  hc)}-{-(Y-r}){at'-  c^'-j-v(ac-  ca)} 
-i-(Z—^)[bl,'~-ari'-\-v(ba  —  ah')]  =  0. 

Wir  beantworten  hiernach  folgende  Frage: 

Welche  Fläche  bilden   alle   diejenigen  Normalen,    welche   durch 
eine  Erzeugungslinie  gehen? 
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Die  Gleichung  der  Normale,  d.  li,  einer  Geraden,  die  durch  den 
Punkt  X,  y,  z,  geht  und  auf  der  Tangentialebene  normal  steht, 
können  wir  mit  Wiedereinführung  der  Grössen  l^  l^  u.  s.  w.  folgender- 
massen  schreiben: 

X  —  X Y  —  y    ^     Z  -  z     ^     . 

l  -\-\  -v        m  -\-  nii  •  V        n  ^  n^  -v 

Nehmen  wir  nun  zwei  Punkte  auf  derselben  Geraden  der  Fläche, 
so  ist  nur  v  für  beide  verschieden,  u  bleibt  dasselbe.  Um  daher  den 
Ort  aller  Normalen  zu  finden,  welche  entlang  dieser  Geraden  ge- 
zogen werden  können,  muss  man  aus  den  Gleichungen  der  einen 
Normale  v  eliminiren.  Wi^  schreiben  sie  zu  dem  Ende  in  folgender 
Gestalt: 

X  —  X  =  Uv  -j-  l^vw 

oder  da  x  =  ^  -}-  av  ist, 

X  —  ^  ==  av  -\-  hv    -{-  lyV  ■  w 

Y —  fj  =  hv  -\-  mw  -{-  niyV  •  tv 

Z  —  t,  =  cv  -\-  nw  -f-  n^v  •  iv , 
und  haben  somit  drei  Gleichungen,  aus  denen  wir  v  und  iv  eliminiren 
müssen.     Es    ist   nun,    wenn    man   die   Gleichungen   nach   v,  w  und 
'V  -  tv  auflöst: 


a  l    li 

X—^l    l 

1 

a  l 

^1 

X 

-^al, 

b  m  tili 

V  = 

Y  —  f]  m  nii 

f 

h  m  m^ 

w  =  — 

Y 

—  f]  h  nii 

e  n   n^ 

Z  —  ^  w   «1 

c  n   Wj 

Z 

-  l  c  n. 

a  l     li 

X- 

'^  a  l 

und 

h  m  Ml 

V 

■  w  = 

r- 

-  1]  h  m 

} 

c   n   «j 

z  - 

-  t,   c   n 

folglich,  wenn  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  mit  einander,  und 
die  letzte  mit  dem  Coefficienten,  welchen  v  •  tv  in  ihr  hat,  multiplicirt, 
und  alsdann  die  rechten  Seiten  wegen  der  Identität  der  linken  ein- 
ander gleich  setzt: 

X—^ll,  X—^al,  X  —  ^al        lall, 

Y  —  rj  m  m^    •    Y  —  i}  h  nii-  -\-     Y  —  t]  h  m     ■    hm  m,     =  0 . 

Z  —  l  n   n^         Z  —  l  c  n^  Z  —  t,  c   n         c  n   n^ 


Dies  ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  x  —  ^,  y  —  iq, 
z  —  %.  Wir  haben  somit  folgenden  Satz  gefunden:  Wenn  man  in 
einer  geradlinigen  Fläche  entlaug  einer  geraden  Linie  der  Fläche 
ihre  Normalen  zieht,  so  bilden  sie  eine  Fläche  zweiten  Grades,  welche, 
weil  alle  Normalen  auf  einer  Geraden  senkrecht  stehen,  also  der 
darauf  senkrechten  Ebene  parallel  sind,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist. 
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§  70. 
In  welchem  Falle  bilden  die  Normalen  entlang  jeder 
Erzeugungslinie  der  Fläche  eine  einzige  Ebene?  Oder  mit 
andern  Worten:  wie  muss  eine  geradlinige  Fläche  beschaffen  sein, 
damit  die  Tangentialebene  in  allen  Funkten  jeder  Erzeugungslinie 
dieselbe  bleibt?  Geometrische  Betrachtungen  ergeben  die  Antwort 
auf  diese  Frage  sehr  leicht.  Denke  man  sich  zwei  Erzeugungslinien, 
die  einander  unendlich  nahe  liegen,  theile  die  erste  durch  Punkte 
A,B,C,...  in  unendlich  kleine  Elemente,  und  ebenso  die  zweite 
durch  Punkte  A^,  B^,  C^...  die  bezüglich  ABC  benachbart  sind. 
A^A  und  B  bestimmen  dann  die  Tangentialebene  in  A,  B^B  und  C 
die  in  B,  C^  C  und  D  die  in  C  u.  s.  w.  Da  nun  alle  diese  Tangential- 
ebenen zusammenfallen  sollten,  so  liegen  ABC  und  Ä^B^Ci  in  einer 
Ebene,  d.  h.  damit  die  Normalen  entlang  jeder  Erzeugungslinie  in  eine 
Ebene  fallen,  müssen  je  2  auf  einander  folgende  Erzeuguugslinien 
in  eine  Ebene  fallen.  Hier  sind  nun  3  Fälle  möglich:  1)  Alle  Er- 
zeugungslinien sind  parallel,  die  Fläche  ist  dann  ein  Cylinder.  2)  Sie 
schneiden  sich  alle  in  einem  Punkte,  man  hat  dann  einen  Kegel. 
3)  Der  allgemeinste  Fall,  die  Schnittpunkte  je  zweier  auf  einander 
folgender  Erzeugungslinien  bilden  eine  continuirliche  Reihe  von  Punkten. 
Diese  Punkte  bilden  dann  eine  Curve,  und  zwar  eine  doppelt  ge- 
krümmte. Da  zwischen  je  2  auf  einander  folgenden  Punkten  der- 
i'ig.  21.  ^  selben   ein   Element  einer  Erzeugungslinie  liegt 

(Fig.  21),   so  sind  sämmtliche  Erzeugungslinien 
Tangenten  dieser  Curve",  oder  sie  hüllen  sie  ein. 
Man   nennt  die   letztere  Wendungskante    (arrete 
de  rebroussement).    Diesem  dritten  Falle   lassen 
sich     offenbar    auch    die    beiden    ersten    unter- 
ordnen,  wenn  man  beim  Kegel   die  Wendungs- 
kante sich  in  einem  Punkt  zusammenziehn,  beim 
d^linder  dieselbe  ins  Unendliche  fortrücken  lässt. 
Eine    solche   geradlinige   Fläche,    worin   also  je   2   auf  einander 
folgende    Erzeugungslinien    in    eine    Ebene    fallen,    heisst    allgemein 
abwickelbare  Fläche. 

Denkt  man  sich  den  Theil,  welcher  zwischen  2  unendhch  nahen 
Erzeugungslinien  liegt,  so  um  die  eine  von  beiden  gedreht,  dass  sie 
mit  dem  nächsten  Theile  in  eine  Ebene  fällt,  diese  Ebene  dann  um 
die  nächste  Erzeugungslinie  gedreht,  bis  sie  in  die  Ebene  des  folgenden 
Theiles  fällt  u.  s.  w.,  so  wird  aus  der  ganzen  Fläche  eine  Ebene, 
aus    der  Wendungskante    eine    ebene    Curve.     Ausser   dem   Cylinder 
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und  Kegel  können  wir  aus  dem  Vorhergegangenen  verschiedene  Bei- 
spiele abwickelbarer  Flächen  aufstellen.  Von  den  Normalen  der 
Krümmungslinie  irgend  einer  Fläche  haben  wir  (§  64  a)  gesehen, 
dass  je  zwei  auf  einander  folgende  in  einer  Ebene  liegen,  es  bilden  also 
diese  Normalen  eine  abwickelbare  Fläche,  deren  Rückkehrkante  die 
Evolute  der  betrachteten  Krümmungslinie  ist.  Denke  man  sich 
ferner  auf  einer  gegebenen  Fläche  irgend  eine  Curve  gezeichnet, 
und  durch  jeden  Punkt  ABC...  derselben  die  Tangentialebene  gelegt, 
so  schneiden  sich  je  2  nächste  Tangentialebenen,  z.  B.  die  durch  B 
gehenden  in  einer  Geraden,  welche  (§  48a  und  §  64a)  die  conjugirte 
Tangente  derjenigen  ist,  welche  durch  das  Element  AB  bestimmt 
ist.  Also  je  2  nächste  dieser  den  Elementen  der  Curve  conjugirten 
Tangenten  liegen  in  einer  Ebene,  alle  bilden  also  eine  abwickelbare 
Fläche. 

Von  den  unendlich  vielen  abwickelbaren  Flächen,  welche  auf 
diese  Weise  entstehen,  sind  zunächst  die  zu  bemerken,  welche  von 
den  conjugirten  Tangenten  einer  Krümmungslinie  der  gegebenen 
Fläche  gebildet  werden.  Diese  stehen  nämlich  (§  64  a)  auf  dieser 
Krümmungslinie  senkrecht. 

Man  kann  nun  ebenso  wie  bei  ebenen  Curven  auch  bei  doppelt 
gekrümmten  den  Begriff  der  Evolvente  feststellen.  Sie  wird  be- 
kanntlich von  dem  Endpunkte  31  einer  Tangente  von  gegebener  aber 
beliebiger  Länge  MA  beschrieben,  wenn  man  sie  so  um  den  Be- 
rührungspunkt A  dreht,  dass  sie  in  die  Richtung  der  nächsten  Tan- 
gejite  fällt,  deren  Berührungspunkt  B  sei,  dann  um  B  dreht,  bis  sie 
in  die  Richtung  der  nächsten  Tangente  BC  fällt  u.  s.  w.  Kürzer 
ausgedrückt  heisst  dies:  Evolvente  einer  Curve  ist  diejenige,  welche 
alle  Tangenten  der  gegebenen  vertikal  schneidet.  Da  nun  die 
Krümmungslinie  sämmtliche  conjugirte  Tangenten  orthogonal  schneidet, 
letztere  aber  die  Wendungskante  der  von  ihnen  gebildeten  abwickel- 
baren Fläche  berühren,  so  ist  die  Krümmungslinie  der  gegebenen 
Fläche  eine  Evolvente  der  Wenduugskante.  ^hr  leicht  lassen  sich 
aber  auch  jetzt  die  Krümmungslinien  einer  beliebigen  abwickelbaren 
Fläche  bestimmen. 

Da  sämmtliche,  also  auch  je  2  nächste  Normalen  längs  einer 
Erzeugungslinie  in  eine  Ebene  fallen,  so  ist  jede  Erzeugungslinie 
eine  Krümmungslinie  (§  64  a).  Dies  ist  die  eine  Schaar  derselben,  da 
die  andere  Schaar  aber  die  erstere  orthogonal  schneidet,  so  bilden 
sämmtliche  Evolventen  der  Wendungskante  die  zweite  Schaar. 

Die  abwickelbaren  Flächen  bilden  die  eine  der  beiden  Gruppen, 
in    welche  (§   68)    die    geradlinigen    Flächen    zerfallen.      Die    andere 
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Gruppe,  windschiefe  Flächen  genannt,  besteht  aus  denen,  in  welcher 
nicht  jede  2  nächste  Erzeugungslinien  in  einer  Ebene  liegen. 

§  71. 

Es  sollen  aber  die  eben  gegebenen  Betrachtungen  und  Sätze 
noch  analytisch  erörtert  werden.  Wenden  wir  uns  also  zu  der  Frage 
zurück:  In  welchem  Falle  liegen  die  Normalen  einer  geradlinigen 
Fläche,  welche  durch  die  Erzeugungslinie  gehen,  in  einer  Ebene? 
Alle  Punkte  einer  Geraden  haben  die  Gleichung  u  ==  const.,  also  die 
Grössen  |,  fj,  t„  a,  6,  c  gemeinschaftlich,  unterscheiden  sich  also  nur 
durch  den  Werth  des  v.  Sollen  daher  alle  Punkte  einer  Geraden 
dieselbe  Tangentialebene  haben,  so  muss  aus  der  Gleichung  der 
Tangentialebene  v  herausgehen. 

Dies  ist  erstens  dadurch  möglich,  dass  die  Coefficienten 
des    V  in    der  Gleichung  verschwinden:   cb' — hc  =  0,    cd — ac  =  0 

ah' —  ha  =  0  oder  v-  =  —  ==  —  >  wie  man  die  Gleichungen  schreiben 
b         c         a'  ° 

kann,  wenn  a,  h,  c  von  Null  verschieden  sind.  Sie  sind  irgend- 
welche bestimmte  Functionen  von  u.  Setzen  wir  daher  die  drei 
gleichen  Brüche  gleich  TJ,  so  erhält  man  durch  Integration  der  da- 
durch entstehenden  drei  Gleichungen:  la  =  fUdu  -f-  IC  oder 

füdu,  fUdu  fUdu 

a=  C  •  e       ,  ebenso  h  =  C^  •  e       ,  c  =  C^-  e 
Da  aber  a^  -\- W  -\-  c^  =  \  ist,  so  ist 

2/Udu  fUdu  < 

(Cf2  +  n^  -\-  C,')e         =  1  oder  e       =  ^  = 

also  constant;  somit  haben  in  diesem  Falle  ab  c  constante  Werthe, 
d.  h.  alle  erzeugenden  Geraden  der  Fläche  bilden  mit  den  Axen  den- 
selben Winkel,  oder  sind  einander  parallel.  Die  geradlinige  Fläche 
ist  also  eine  Cylinder fläche,  denn  diese  entsteht,  wenn  man  durch 
eine  Curve  eine  Reihe  paralleler  Geraden  zieht. 

Ist  dagegen  einer  der  Cosinus,  z.  B.  &  ==  0,  so  werden  zwei 
der  obigen  drei  Coefficienten  von  selbst  Null,  der  dritte,  hier 
ca' — ac  =  0  gesetzt  giebt  wie  oben  integrirt 

/Udu  fUdu 

a  =  C '  e  b  =  0     c  =  C^-  e       : 

die  Betrachtung  ist  also  dieselbe  wie  vorhin,  nur  dass  die  Constante 
C'i  =0  ist;  es  ergiebt  sich  also  wiederum  die  Cy linderfläche. 

Sind  zwei  der  Cosinus  z.  B.  b  =  0  und  a  =  0,  so  wird  c  ==  1; 
es  sind  also  dann  alle  Geraden  parallel  der  z-Axe  und  erzeugen 
somit  wiederum  eine  Cylinderfläche. 

JoAcniMSTHAi,,  Anwendung  d.  Differentialrecbn.    2.  Aufl.  9 
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Wenn  also  die  Coefficienten,  welche  v  in  der  Gleichung  der 
Tangentialebene  hat,  einzeln  Null  sind,  so  ergiebt  sich  auf  jeden 
Fall  eine  Cylinderfläche. 

Sind  zweitens  |,  r],  t,  constant,  also  ihre  Differentiale  Null,  so 
fällt  V  ebenfalls  hinweg  und  zwar  indem  man  damit  die  Gleichung 
der  Fläche  durchdividirt.  In  diesem  Falle  schrumpft  die  Funda- 
mentalcurve  zu  dem  Funkte  zusammen,  welcher  durch  die  Werthe 
von  i,,  r],  t,  bestimmt  wird.  Die  entstehende  Fläche  ist  eine  Kegel- 
fläche, welche  wie  bekannt  die  in  Frage  stehende  Eigenschaft  mit 
der  Cylinderfläche  theilt. 

Schliessen  wir  diese  Flächen  aus,  so  ist  es,  wenn  wir  jetzt  die 
Gleichung  der  Tangentialebene  so  schreiben: 

+  (^-Ö('«'-«*')l«  +  fe^l  =  o 

drittens  nur  möglich,  dass  die  Grösse  v  hinwegfällt,  wenn  die  drei 
Klammergrössen  einander  gleich  sind  oder  wenn 

cri  —  ^t'  ^^  qg'—  cl,'  ^^  &!'—  ari' 
cb'  —  bc         ae  —  ca         ba  —  ab' 

ist,  weil  man  alsdann  mit  den  Klammergrössen  die  Gleichung  durch- 
dividiren  kann.  Sind  nun,  wie  wir  voraussetzen,  die  Nenner  dieser 
Brüche  von  Null  verschieden,  so  kann  man  jedesmal  zwei  Grössen  e 
und  f  finden,  so  dass  |'=  ea  -j-  fa,,  rj'  =  eb  -{-  fb',  denn  um  diese 
Gleichungen  aufzulösen,  ist  nur  die  Bedingung  erforderlich,  dass 
ab' —  ba  von  Null  verschieden  sei.  e  und  f  werden  Functionen  von 
u  sein.  Durch  diese  Substitution  wird  der  dritte  Bruch  =  /";  man 
hat  also  die  Gleichung 

^^^1  =  f  oder  &r-  -  f{cb' -  bc)  +  cri'=bec  +  f\cb' -  cb'+  bc) 

also  ^'=  ec  -f-  fc.  Es  lassen  sich  also  stets  zwei  Grössen  e  und  f 
finden,  so   dass   |'  t]   ^   ausgedrückt  werden  durch   die  Gleichungen: 

^=ea  +  fa,     r]  =  eb -\- fb' ,     ^=ec-\-fc: 
und    dies    ist    die    Bedingung,    damit    die    Tangentialebene    für    alle 
Funkte  einer  erzeugenden  Linie  der  Fläche  unverändert  bleibt.     Diese 
Bedingung   hat    aber    auch   einen   geometrischen    Sinn.     Um    sie    zu 
interpretiren,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

^~f.a  =  a,     rj—f-b^ß,     l  -  f  •  c  =  y. 
Dann  sind  a,  ß,  y  die  Coordinaten  eines  Punktes,  der  offenbar   der 
Gifeichung  genügt:  ^^^  =  ^^  =  ^^1^.     Denn  setzt  man  für  x  :  a 
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u.  s.  w.,  so  wird  die  Gleichung  befriedigt.  Alle  Punkte  a,  ß,  y  liegen 
somit  auf  der  geradlinigen  Fläche.  Bestimmen  wir  die  Tangente  der 
Curve,    von  der  a,  ß,  y  die  einzelnen   Punkte   sind,    so   hat  sie   die 

Gleichung 

X  —  a _  Y  — ß _  Z—  g 
da  dß  dy      ' 

du  du  du 

.    Es  ist  aber 

^  =  r  -  /■«'  —  r«  =  c«  —  r«  =  (e — n«,  |^  =  (« -  n  ^> 

also  wenn  man  diese  Werthe  und  die  für  a,  ß,  y  selber  in  die  Glei- 
chung der  Tangente  substituirt  und  zugleich  mit  e  —  f  die  Gleichung 
multiplicirt: 

oder,  wenn  man  f  subtrahirt 

X-i  ^Y-7i  ^Z-t 
a  h  c      ' 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Erzeugungslinie.     Wir  haben  also 

den  Satz  gefunden,  dass  in  diesem  Falle  sämmtliche   geraden  Linien 

der   Fläche   Tangenten    an  eine   Curve   sind,   die   auf  ihr  liegt.     Es 

ist  dies    aber   die  Fundamentaleigenschaft   der  abwickelbaren   Fläche. 

Die  Curve,  zu  welcher  sämmtliche  Erzeugungslinien  Tangenten  sind, 

wurde  schon  oben  als  Wendungskante  bezeichnet. 

§  72. 
Man  denke  sich  ein  System  aufeinander  folgender  gerader  Linien; 

-7»   £  AI   -yi  y    f 

die  Gleichung  einer  solchen  Linie  sei:  =      .      = ,  wobei 

*  a  b  c    ' 

^rj  ^a  h  c  Functionen  einer  Grösse  u  sein  mögen.  Für  eine  zweite 
Linie  desselben  Systems  habe  u  den  Werth  u  -\-  z/w,  wodurch  a  in 
a  -{-  ^a,  h  in  &  +  ^&  u.  s.  w.  übergeht,  so  dass  also  die  Gleichungen 
dieser  zweiten  Linie  sind: 

X.—  ^  —  ^^  ^^  y  —  Tj  —  Jjq  ^^  z  —  t  —  ^t 
a  -\-  z/a  h  +  /Ih  c  +  ^c 

Wir  wollen  die  kürzeste  Entfernung  dieser  beiden  Linien 
berechnen.  Dazu  müssen  wir  zunächst  die  Gleichungen  der  beiden 
Ebenen  aufstellen,  welche  durch  diese  Linien  einander  parallel  gelegt 
werden  können.  Eine  Ebene ,  welche  durch  die  erste  Linie  geht, 
hat  die  Gleichung 

a(x-^)  +  ß(y-ri'+y{^-t)=0 

9* 


—     182     — 

oder  vermöge  der  Gleichung  der  Geraden,  welche  doch  in  ihr  liegen 
soll:  aa  -j-  ßh  -{-  yc  =  0.  Eine  Ebene,  welche  dieser  parallel  durch 
die  zweite  Linie  geht,  lässt  sich  ähnlich  so  schreiben: 

a{a-i-  ^a)-\-  ß(b-\-  M)  +  y  (c  +  ^c)  =  0 

und  in  Folge  dessen  auch  so:  a  •  Ja  +  ß  •  Jh  +  7  '  ^^  ^=  ^• 
Hieraus  ergiebt  sich: 

a  :  ß  -.y  =  1)  -  Je  —c  •  Jh  :  c  •  Ja  —  a  •  Je  :  a  •  Jh  —  h  •  Ja. 

Da  aber  a,  ß,  y  einen  willkürlichen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben,  so  kann  man  dafür  auch  setzen: 

^  =  hJe  —  cJh,     ß  =  eJa  —  aJc,     y  =  aJb  —  bJa. 

Diese  Werthe  denken  wir  uns  eingesetzt  in  die  Gleichungen  der 
beiden  Ebenen: 

ccx  -\-  ßy  -}-  y0  =  cc^  -j-  ßn  -{-  rl 
und 

ax  +  ßy  +  yz='a{i  +  Jl)-\-ß{ri^  ^v)  +  ^  (^  +  ^t)- 
Dann  wird  die  Entfernung  beider 

und  dies  ist  zugleich  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Linien 
Wir  haben  demnach  folgenden  Ausdruck: 

{b-Jc  —  c-  /}h)/}i-\-{c-^a  —  a-dc)d'ri-\-{a-^h  —  h-^a)  Jt 

")/(&.  J  c  —  e  ■  Jb)^  -}-  {c  ■  z}  a^a  ■  J  cY  -{-  {a  ■  Jb  —  b-  Jap 

Denken  wir  uns  nun,  dass  Ju  immer  kleiner  wird,  so  wird 
offenbar  p  zugleich  kleiner,  und  zwar  bleibt  p  im  Allgemeinen  von 
derselben  Ordnung  wie  Ju.  Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen: 
In  welchem  Falle  ist  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  auf  einander 
folgenden  geraden  Linien  nicht  ein  unendlich  Kleines  der  ersten 
Ordnung,  sondern  einer  höheren  Ordnung?  Wir  setzen  zu  dem  Ende 
Ju  =  h  und  denken  uns  die  Zuwächse  von  a,  &  u.  s.  w.  nach  dem 
Taylor'schen  Lehrsatz  entwickelt.     Dann  wird 

h'Je  —  cJb  =  h  (bc  -  cb')  +  ^^  {bc"  -  ob")  +  •  ••  • , 

also  der  Nenner  des  Ausdrucks  für  p: 


h-yibc-cb'y-\-icd--acy-i-lab'-bay-\-h{ }  +...  . 

Der  Nenner  bleibt  somit  stets  positiv  und  von  Null  verschieden;  wir 
können  ihn  also  bezeichnen  durch  h  •  N,  wo  N  eine  endliche  Grösse 
ist.     Der  Zähler  von  p  wird  von  der  zweiten  Ordnung: 
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h^  {§'  {bc  —  ch')  +  rj'  (ca  —  ac)  +  ^'  (ah'  -  ha')} 

2 


^%  {^"  (hc  -  cb)  -\-  ^'  {hc"  -  ch")  -]- }  -f- 


Also  wird 

p  =  ^{^'ibc-ch')+...} 

-¥  ^{fi^c  -  ch')  +  i'bc"~cb")  + }  +  .... 

Dieser  Ausdruck  kann  nur  dadurch  ein  unendlich  Kleines  einer 
hohem  als  der  ersten  Ordnung  werden,  dass  der  Coefficient  von  ^ 
Null  wird.     Es  muss  also,  damit  dies  geschehe, 

I'  (bc  —  cb')  -\-  ri  {cd  —  ac)  -f-  ^  (ab'  —  bd)  =  0 
sein,  wodurch  zugleich  die  Glieder  zweiter  Ordnung  verschwinden,  da 
der  Coefficient  von  -^  der    genaue  Differentialquotient  des  Coeftici- 
enten   von  ^  ist.     Diese  Bedingungsfrage  ist  aber  identisch  mit  der, 

welche  die  Bedingung  angiebt,  damit  die  Tangentialebene  entlang 
einer  geraden  Linie  der  Fläche  sich  nicht  ändert.  Wir  haben  somit 
den  Lehrsatz  gewonnen: 

Die  Bedingung,  damit  zwei  Gerade  eines  Systems,  welche  ein- 
ander unmittelbar  folgen,  eine  Entfernung  haben,  welche  gegen  ein 
unendlich  Kleines  erster  Ordnung  verschwindet,  stimmt  ganz  überein 
mit  der  Bedingung,  dass  die  Tangentialebene  der  Fläche,  welche  von 
allen  Geraden  gebildet  wird,  entlang  einer  Geraden  der  Fläche  un- 
geändert  bleibt.  In  diesem  Falle  aber  ist  diese  Entfernung  sogar 
unendlich  klein  von  der  dritten  Ordnung.  Vernachlässigt  man  also 
unendlich  kleine  Grössen  von  höherer  als  der  ersten  (oder  zweiten) 
Ordnung,  so  kann  man  sagen:  Zwei  Erzeugende  einer  abwickel- 
baren Fläche  haben  einen  Punkt  gemein.  Dies  lässt  sich  auch 
so  beweisen: 

Man  habe   die  Gleichung    einer  Geraden:    — —  =      ,^  = 

und  die  der  unendlich  nahen  mit  Vernachlässigung  der  unendlich 
kleinen  Grössen  höherer  Ordnung: 

X—  ^  —  d^  ^^  y  —  V  —  drj  ^_  z—  t  —  d^ 
a-\-da  b -\- db  c -\- de     ' 

wo   di  =  ^-  •  du  u.  s.  w.  ist.    Die  drei  ersten  gleichen  Brüche  wollen 
^       du  ° 

wir  =  £,  die   andern  drei  =  x  setzen.      Die   beiden  Geraden    haben 

nun  einen  Punkt  gemein,  wenn  die  Grössen  x,  y,  z  resp.  in   beiden 

Gleichungen  einzeln  gleich  sind,  d.  h.  wenn  man  aus  den  Gleichungen 

X  —  ^  =  as,  X  —  I  —  d^  =  ica  -}-  xda   x  eliminiren  darf  und  ebenso 
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die  beiden  andern.     Man  erhält   dadurch  d^  -\-  xa  -\-  xda  =  ea  oder 
wenn  man  x  —  £  =  A  setzt: 

d^  -j-  Aa  +  xda  =  0 
und  ebenso 

dr]  -\-  Xb  -\-  xdh  =0,  dl  -\-  Ic  -\-  xdc  =  0. 

Eliminirt  man  also  A  und  x  und  dividirt  noch  die  entstehende  Glei- 
chung mit  du  •  du,  so  findet  man  als  die  gesuchte  Bedingung  wie  oben 

^'  (bc  —  cb')  -\-  rj'  {cd  —  ac)  -\-  t'  («&'  —  «&')  =  0. 

§  73. 
Man  kann  die  abwickelbaren  Flächen  noch  auf  eine  andere 
Weise  sich  entstanden  denken,  als  dadurch,  dass  eine  Gerade  sich 
tangirend  an  der  Wendungskante  fortbewegt.  So  kann  der  Kegel 
ausser  der  gewöhnlichen  Entstehungsart,  dass  eine  Gerade  durch 
einen  Punkt  und  eine  Curve  geht,  auch  noch  enstehend  gedacht 
werden,  indem  man  sich  eine  Ebene  vorstellt,  welche  durch  den 
Punkt  geht  und  jene  Curve  berührt.-  Aehnlich  ist  es  mit  der  all- 
gemeinen abwickelbaren  Fläche. 

Kg-  21-  abcde   sei    ein  Polygon,  Fig.  21,  welches, 

wenn  die  Winkelpunkte  einander  unendlich  nahe 
rücken,  zur  Curve  wird.  Dann  ist  offenbar 
abb'  eine  Tangentialebene,  desgleichen  b' cc ,  c  dd' 
u.  s.  w.;  in  Bezug  auf  die  Curve  sind  sie  Schmie- 
gungsebenen.  Zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
gentialebenen schneiden  sich  immer  in  einer 
Tangente.  Man  kann  also  sagen:  die  ab- 
wickelbaren Flächen  können  angesehen  werden 
als  diejenigen  Flächen,  die  von  einer  Ebene  umhüllt  werde,  welchen 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  sich  fortbewegt.  Die  Gleichung 
dieser  Ebene  sei  z  =  1  •  x  -\-  m  •  y  -{-  n,  wo  Imvi  Functionen  eines 
Parameters  h  sind,  welchem  wir  nach  und  nach  alle  möglichen 
Werthe  beilegen,  um  die  Fläche  zu  finden,  die  von  diesen  so  be- 
stimmten Ebenen  herrühren  wird.  Schreiben  wir  die  Gleichung  der 
Ebene  so:  z  —  l-x~m-y  —  n=Ü=0,  dann  ist  die  Gleichung 
der  nächstfolgenden  Ebene,  in  welcher  h  den  Werth  h  -\-  e  hat: 

ü  -\-  s-  f/'  +  2"  •  f/"  -}-•••==  0.    Aus  diesen  beiden  Gleichungeu  oder 
aus  irgend  einer  Combination  von  ihnen,  z.  B. 

U-=0,  £•  i7'4-f!.f/"_j_...  =  o 
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oder,  wenn  man  die  zweite  durch  a  dividirt  und  nachher  £  ===  0  setzt: 
aus  den  beiden  Gleichungen  JJ  =  0  und  ZJ'  =  0  ist  der  Durchschnitt 
zweier  unendlich  naher  Ebenen  zu  bestimmen.  Schreiben  wir  die 
Gleichurtgen  wieder  so: 

[0  ==  ^  —  Ix  —  7ny  —  n 
1^         dl        .dm        ,    dn 

{^-dh'^-^-dhy-^dh' 

so  geben  sie  die  Gerade  an,  welche  der  Durchschnitt  der  beiden 
Ebenen  ist,  und  in  ihren  verschiedenen  Lagen  von  den  verschiedenen 
Werthen  des  h  abhängt.  Eliminirt  man  also  die  Grösse  h  aus  beiden 
Gleichungen,  so  erhält  man  die  allgemeinste  Gleichung  einer  ab- 
wickelbaren Fläche.  Denkt  mau  sich  h  aus  der  zweiten  Gleichung 
ausgedrückt  als  Function  von  x  und  y  und  diesen  Werth  h  =  cp  {x,  y) 
in  die  erste  Gleichung  eingesetzt,  so  bekommt  man  eine  Gleichung 
von  der  Form  z  =  F  {x,y). 

Sehr  leicht  kann  man  die  partielle  Differentialgleichung 
der  abwickelbaren  Flächen  aufstellen.  Da  die  beiden  Gleichungen 
derselben  nämlich  die  vier  Variabein  x,  y,  z,  h  enthalten,  so  kann  man 
s  und  h  als  Functionen  von  x  und  y  betrachten.  Diflferentiiren  wir 
demgemäss  die  Gleichung  U=0,  nach  x  und  y,  so  erhalten  wir: 


dz  ,  _,     /dl       j^  dm      j^  dn\  dh 

d^  —  ^  '^  Kdh^  '^  Tny  '^  dh) 


d.  i.  weil   U'  =  0  ist,  ^  =  l^  ebenso  ö—  =  w,  «oder  p  =  l,  q  ==  m. 

Die  Grössen  l  und  m  sind  beides  Functionen  von  h. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  p  =  l ,  q  =  m  also  h,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  p  =  f  {q).  Diese  differentiiren  wir  einmal 
nach  X  und  einmal  nach  y,  und  erhalten  r  =  f  (q)  ■  s,  s  =  f  (q)  •  t 
also  durch  Elimination  von  f  (q)  die  bekannte  Gleichung  der  ab- 
wickelbaren Flächen  rt  —  s^  =  0 . 

§74. 

Es  wurde  oben  gezeigt,  dass  die  conjugirten  Tangenten  einer 
Krümmungslinie  auf  derselben  senkrecht  stehen.  Dies  soll  auch  ana- 
lytisch bewiesen  werden.     Wir  stellen  zu  dem  Ende  die  Frage: 

Giebt  es  Curven  auf  einer  Fläche,  die  die  Eigenschaft 
haben,  dass,  wenn  man  durch  dieselben  eine  umhüllende 
abwickelbare  Fläche  legt,  die  Kanten  dieser  abwickelbaren 
Fläche  zu  den  Tangenten  der  Curve  normal  stehen? 

Es  sei  F  (x,  y,  z)  =  0  die  Gleichung  der  Fläche,  {x,  y,  z)  ein 
Punkt  derselben,  und  durch  ihn  eine  Curve  auf  der  Fläche  gezogen. 
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Wir  nehmen  zu  dem  ersten  Punkt  auf  derselben  Curve  einen  unend- 
licli  nahen  Punkt  (x-]-dx,  y -\- dy ,  z -\- dz).  Dann  ist  die  Tan- 
gentialebene im  ersten  Punkt,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  des  §  40 
anwenden : 

(1)  {^-x)F-\-{ri-y)Q  +  {l--z)B  =  0. 
Die  in  dem  unendlich  nahen  Punkt  wird 

{l-x-dx){P+dP)  +  {ri-y-dy){Q  +  äQ)  +  {l-^-dz){R  +  dB)  =  0 
oder  ^ 

{l-x)F+{ri-y)Q-\-{l-  ^)¥-  (Pd^  +  Q(iy  +  ^^^) 

^(^  —  x)dP-{-(ri  —  y)dQ-j-{^  —  ß)dK  —  (dPdx  +  dQdy-\-dRd2)  =  0, 
oder  wenn  man  die  Gleichung  (1)  und  die  bekannte  Gleichung  Pdx 
-f-  Qdy  +  Rdz  =  0  subtrahirt,  und  die  Grössen  zweiter  Ordnung 
vernachlässigt, 

(2)  (I  -x)dP+iri-y)dQ-^{t-^)dR  =  0. 

Die  Gleichung  (1)  konnte  deshalb  subtrahirt  werden,  weil  wir  die 
Durchschnittslinie  beider  Tangentialebenen  bestimmen  wollen.  Diese 
wird  vermöge  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 

§  — a?  ^         ri  —  y  ^ g  — ^ 

QdB  -  BdQ        FdP—QdB        PdQ-QdP' 

Dies  ist  eine  Kante  der  abwickelbaren  Fläche.  Diese  Kante  steht 
aber  normal  zu  der  Tangente  der  Curve,  deren  Gleichung 

dx  dy  dz 

ist,  wenn 

dx  (QdR  —  RdQ)  +  dy  (RdP  —  PdR)  +  dz  {PdQ  —  QdP)  =  0. 

Dies    ist    eine   Differentialgleichung    ersten    Grades    zweiter    Ordnung 

und  keine  andere  als  die  Differentialgleichung  der  Krümmungscurven 

(§  66)  in  veränderter  Ordnung  der  Glieder.     Wir  haben   somit  den 

schon  bewiesenen  Satz: 

Die  Krümmungscurven  einer  Fläche  haben  die  Eigenschaft, 
dass,  wenn  man  eine  abwickelbare  Fläche  entlang  einer  solchen 
Krümmungscurve  legt,  welche  die  gegebene  Fläche  umhüllt,  die 
Kanten  der  abwickelbaren  Fläche  normal  zu  den  Tangenten  der 
Krümmungscurve  stehen.  Und  zwar  ist  dies  eine  Eigenschaft,  die 
den  Krümmungscurven  ausschliesslich  zukommt. 

Bei  den  Rotationsflächen  sind  die  Krümmungscurven  Meridian 
und  Parallelkreis.  Die  abwickelbare  Fläche  um  den  Meridian  wird 
ein  Cylinder,  die  um  den  Parallelkreis  ein  Kegel.  Jede  Kante  dieser 
beiden  Flächen  steht  normal  zu  der  entsprechenden  Tangente  der 
Krümmungscurven.  - 
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§75. 

Eiue  andere  Haupteigenschaft  der  Krümmungscurven  war,  dass 
die  durch  eine  solche  gehenden  Normalen  eine  abwickelbare  Fläche 
bilden.  Um  auch  diese  analytisch  zu  zeigen,  denke  man  sich  irgend 
eine  Curve  auf  der  Fläche,  und  entlang  derselben  die  Normalen  der 
Fläche  gezogen,  wodurch  man  eine  allgemeine  geradlinige  Fläche  er- 
hält. Untersucht  man  nun  diejenigen  Curven  auf  der  gegebenen 
Fläche,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Norma,len 
entlang  diesen  Curven  eine  abwickelbare  Oberfläche  bilden 
oder  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten  der  Curve  die  Normalen  der 
Fläche  sich  treffen,  so  findet  man  wiederum  die  Krümmungscurven. 

Denn  die  Gleichungen  der  Normale  sind  — p—  =     ^     =  — »— ,  welche 

drei   gleichen  Brüche   wir  gleich  A  setzen  wollen.     Alsdann  sind  die 
Gleichungen  der  unendlich  nahen  Normale 

I  —  X  —  dx  ri  —  y  —  dy  J  —  z  —  dz  .     , 


P-\-dP  Q  +  dQ  It  +  dR 

Es  ist  also  die  Frage:  wann  haben  diese  beiden  Geraden  einen  Punkt 
gemein?     Schreiben  wir  die  Gleichungen  der  Normalen  so: 

^—x  =  XP  a—^  =  dx-j-(X-{-^){P-^dP) 
V  —  y=^Q  \v  —  y  =  dy  -{-  (l  -\-  fi)  (Q  +  clQ) 
%  —z  =IR     \t  —  z  =  dz  +  {k  -{-  ^)  iß  -^  dB) , 

so  haben  wir  hieraus  ausser  A  und  fi  auch  |,  ri,  ^  zu  eliminiren. 
Bezeichnen  wir  l  -\-  ^i  durch  v,  so  erhalten  wir  dadurch  folgendes 
System  von  drei  Gleichungen: 

0  =  dx  -^  iiF  +  v  dP 
0  =  d7j  +  ^Q  -^  V  dQ 
0  =  dz  -\-  ^Fi-\-v    dB 

und  dies  sind  mit  andrer  Bezeichnung  der  constanten  Factoren  die- 
selben Gleichungen,  welche  wir  oben  (§  66)  für  die  Krümmungscurven 
gefunden  haben.  Sie  gehen  über  in  die  Endform  nur  einer  Gleichung, 
wenn  man  ft  und  v  noch  eliminirt. 

Dass  diese  jetzt  erwiesene  Eigenschaft  der  Krümmungscurven 
eigentlich  keine  andere  ist  als  die  vorige,  sieht  man  durch  eine  ganz 
elementare  Betrachtung: 

Wenn  man  in  zwei  Punkten  E  und  F  zweier  Ebenen,  deren 
Durchschnitt  S  heissen  möge,  die  Normalen  auf  ihnen  errichtet,  so 
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werden  sich  diese  schneiden,  wenn  die  Linie  EF  und  der  Durch- 
schnitt S  rechte  Winkel  im  Räume  mit  einander  bilden.  Denkt  man 
sich  also  unter  den  beiden  Ebenen  zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
gentialebenen der  Fläche,  welche  in  E  und  F  die  Fläche  berühren, 
so  wird  der  Durchschnitt  S  eine  Kante  der  abwickelbaren  Oberfläche 
sein.  EF  ist  alsdann  eine  Tangente  der  fraglichen  Curve  auf  der 
Oberfläche.  Steht  nun  S  J_  EF ,  so  schneiden  sich  die  Normalen, 
welche  durch  E  und  F  gehen.  Diese  Eigenschaft  also,  dass  die 
Kanten  der  abwickelbaren  Umhüllungsfläche  auf  den  Tangenten  der 
Curve  normal  stehen,  und  die  andere,  dass  die  Normalen  entlang  der 
Curve  eine  abwickelbare  Oberfläche  geben,  sind  im  Grunde  dieselbe 
Eigenschaft,  und  charakterisiren  die  Krümmungscurveu.  Ausser  diesen 
beiden  Definitionen  der  Krümmungscurven  hatten  wir  noch  folgende 
welche  allerdings  nicht  bloss  eine  andre  Form  dieser  beiden  ist:  die 
Krümmungscurven  sind  diejenigen  Curven,  deren  Tangenten  die  Rich- 
tungen der  Hauptschnitte  bestimmen. 

Bei  den  Rotationsflächen  liegen  die  Normalen  entlang  dem  Me- 
ridian alle  im  Meridian,  bilden  also  eine  Ebene,  und  dies  ist  eine 
abwickelbare  Fläche.  Die  Normalen  in  den  Parallelkreisen  bilden 
auch  eine,  nämlich  einen  Kegel. 

Monge  ist  der  erste  gewesen,  der  diese  Theorie  der  Krümmungs- 
curven aufgestellt  hat,  und  zwar  ging  er  aus  von  der  dritten  Er- 
klärung, dass  sie  diejenigen  Curven  sind,  längs  deren  zwei  auf  einander 
folgende  Flächennormalen  sich  treffen.  Die  Sätze  von  der  Indica- 
trix  und  von  den  conjugirten  Tangenten  rühren  von  Charles  Dupin 
einem  Schüler  Monges  her. 

Mit  Hilfe  dieser  Betrachtungen  lassen  sich  eine  grosse  An- 
zahl Sätze  ganz  einfach  geometrisch  beweisen;  z.  B.  der  Satz: 
Wenn  eine  Krümmungscurve  eben  ist,  so  bildet  ihre 
Ebene  mit  den  Tangenten  der  Fläche  einen  constanten 
Winkel. 

Wir    schalten   zunächst   folgenden    Satz   ein:      Wenn    man    von 
einem  Punkt  nach   einer  Linie  zwei  andere  einander   unendlich  nahe 
j,.    22  Linien  zieht,   so    ist  ihre  Differenz  unend- 

lich klein  von  derselben  Ordnung  als  der 
Winkel,  welchen  sie  bilden.  Ist  aber  die 
eine  der  beiden  Linien  normal  auf  der  ge- 
gebenen, Fig.  22,  so  ist  ihre  Differenz  ein 
unendlich  ,  Kleines  zweiter  Ordnung.  Denn 
ist  die  gegebene  Linie  l,  der  gegebene  Punkt 
0,     und     zieht     man     von     diesem     zwei 
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Linien  r^  und  r^  nach  l,  von  denen  die  erste  mit  l  den  (stumpfen) 
Winkel  tv  und  mit  einer  als  Axe  angenommenen  festen  Geraden  OM 
den   Winkel   v,   die    zweite    also   mit    derselben    den    Winkel  v  -\-  dv 

sin  w 


bildet,  so  ist  im  Allgemeinen  r^  =  r 


^  sin  {w  -\-  dv) 


also 


n  —  r, 


sin  tv  —  sin  (w  -f-  dv) 


^  sin  {w  -\-  dv) 

negativ,  weil  tv  stumpf  ist.   Ist  dagegen  r 


=  —  2ri 


.    dv 
sm  -—  cos 
2 


("  +  ?) 


sin  (w  -}-  rfw) 
l,  also  -^  i«;  =  90^,  so  wird 


sm' 


r^  —  r  =  2r 


dv 

2~ 

cos  dv 


cos  du 


cos  dv 


=  r 


dv^ 
2 


dv^ 
~2Ä 


1  — 


dv^ 
2 


Der  Ausdruck  für  r^  —  y\  ist  offenbar  von  derselben  Ordnung  wie  dv\ 
der  für  r^  —  r  aber  von  der  Ordnung  dv^. 

Fig.  23  a.  Dies  vorausgcschickt ,  denken  wir  uns  eine 

Curve,  Fig.  23  a,  welche  Krümmungscurve  einer 
Fläche  sei.  Denken  wir  uns  ferner  die  ab- 
wickelbare Umhüllungsfläche  längs  dieser  Curve, 
so  werden  ihre  Kanten  normal  sein  zu  den 
Tangenten  der  Curve;  es  sind  also  die  mit  II 
bezeichneten  Winkel  rechte.  Denken  wir  uns 
statt  der  ebenen  Curve  ein  Polygon,  so  ent- 
hält jede  Tangentialebene  eine  Kante  der  ab- 
wickelbaren Fläche  und  eine  Polygonseite.  Es  ist  nun  nachzu- 
weisen, dass  der  Winkel  zwischen  diesen  Tangentialebenen  und  der 
Ebene  des  Polygons  constant  bleibt.  Es  seien  ah,  de  zwei  Seiten 
des  ebenen  Polygons,  Fig.  23b,  M  ein  Punkt 
in  einer  Kante  der  abwickelbaren  Fläche,  also 
im  Durchschnitt  zweier  Tangentialebenen;  dann 
soll  ^(ah  M,  abc)  =  -^{ch  M,  ahc)  sein. 
Fällen  wir  von  M  aus  MO  _L  auf  die  Ebene  ahc, 
und  von  dem  Fusspunkt  0  aus  0/3  _L  auf  die  Linie 
ah,  so  ist  die  Neigung  der  beiden  Ebenen  ahM  und 
ahc  gemessen  durch  den  Winkel  MßO,  und  zwar  hat  man  tg  MßO  = 

—fTö'     Ebenso   findet    man   tg  (chM,  ahc)  =  -jyr 


Fig.  23  b. 

M 


O 

-Z]L . 


fi  * 


i%{ahM,ahc)  = 


im  rechtwinkligen  Dreieck  MhO.  Da  nun  Oß  von  Oh  sich  nur  um 
unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  unterscheidet,  indem  -^  Oßh 
=  R  ist,  so  ist  <^  {ahM,  ahc)  =  {chM,  ahc). 

Eben  so  leicht  zu  beweisen  ist  folgender  Satz. 

Sei  r  der  Krümmungsradius  einer  beliebigen  Curve  auf  einer  ab- 
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Kg.  23  c. 


wickelbaren  Fläche,  r^  der  Krümmungsradius  derjenigen  ebenen  Curve 
welche  aus  der  ersteren  entsteht,  wenn  sie  durch  Abwickelung  in 
die  Ebene  fällt,  i  der  Winkel  der  Tangentialebene  der  Fläche  mit 
der  Krümmungsebene  der  ersteren  Curve,  dann  ist  r  =  r^  cos  i. 

Dann  seien,  Fig.  23c,  ab  und  hc  zwei 
auf  einander  folgende  Elemente  der  doppelt  ge- 
krümmten Linie,  hm  eine  Erzeugungslinie  der 
Fläche,  und  drehen  wir  bc  um  bm,  bis  es  in  die 
Ebene  abm  fällt,  und  zwar  in  die  Lage  bd]  cb 
beschreibt  dann  einen  unendlich  kleinen  Theil 
eines  Rotationskegels  mit  Axe  bm,  da  aber 
Fläche  cbd  unendlich  klein  ist  gegen  den  ganzen 
Mantel  dieses  Kegels,  so  kann  diese  Fläche  auch 
als  eben  betrachtet  werden,  der  Winkel  welchen 
die  Ebene  cbd  und  amb  oder  cbd  und  bde  (wo 
bc  die  Verlängerung  von  ab  ist)  mit  einander 
machen,  ist  dann  ein  rechter  und  ced  ein  recht- 
winkliges sphärisches  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ce  ==  A,  und 
dessen  Kathete  de  =  [i  sein,  da  cbe  die  Krümmungsebene  der  Curve, 
ebd  die  Tangentialebene  der  abwickelbaren  Fläche  ist,  so  ist  Winkel 
ced  =  i,   und  also  cos  i  =  cot  X  tg  f*.     Wegen  der  unendlich  kleinen 

Grössen  l  und  ^  verwandelt  sich  cot  A  in  y,  tg  ft  in  /u-  und  man  hat: 

A  cos  i  ==  [i.  Sei  nun  ac  =  bd  ==  ö,  also  0  das  Bogenelement  beider 
Curven,  so  ist,  da  A  und  ^  die  bezüglichen  Contingenzwinkel  der 
beiden  Curven  waren: 


r  ==  -,     r,  = 


y  =  cos  t, 


was  zu  beweisen  war. 

Nehmen  wir  jetzt  aber  noch  an,  die  Tangentialebene  der  Fläche 
stehe  auf  der  Krümmungsebene  der  doppelt  gekrümmten  Curve  überall 
senkrecht,  so  wird  cos  i  =  0,  also  r^  =  ck),  d.  h.  die  Krümmung  der 
ebenen  Curve  ist  Null,  und  bei  der  Abwickelung  wird  unsere  Curve 
auf  der  Fläche  in  eine  gerade  Linie  verwandelt. 

Nun  ist  die  Gerade  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten, 
so  folgt  hieraus   zunächst  für   abwickelbare  Flächen  folgender  Satz: 

C)  Die  kürzesten  Linien  auf  abwickelbaren  Flächen  haben  die 
Eigenschaft,  dass  ihre  Krümmungsebene  in  jedem  Punkte  auf  der 
Tangentialebene  der  Fläche  senkrecht  steht.  (Diese  Eigenschaft  gilt, 
wie  später  gezeigt  wird,  übrigens  für  die  kürzesten  Linien  auf  allen 
Flächen.) 
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Die  kürzesten  Linien  auf  einem  Cylinder  sind  also  die  Schrauben- 
linien. 

üebrigens  ändert  sich,  wenn  wir  unsere  Curve  durch  Abwickeln 
in  eine  ebene  verwandeln,  nicht  der  Winkel,  den  ihr  Element  oder 
ihre  Tangente  mit  der  Erzeugungslinie  der  abwickelbaren  Fläche 
macht,  ist  also  die  abzuwickelnde  Curve  die  Evolvente  der  Wendungs- 
curve,  d.  h.  steht  sie  auf  der  Erzeugungslinie  überall  senkrecht,  so 
behält  sie   diese  Eigenschaft  auch    nach   der  Abwickelung  bei,   also: 

D)  Die  Wendungscurve  und  ihre  Evolvente  bleiben  noch  Evolute 
und  Evolvente,  wenn  man  die  abwickelbare  Fläche,  auf  der  sie  sich 
befinden,  durch  Abwickeln  in  eine  Ebene  verwandelt. 

Es  sind  aber  die  Evolventen  der  Wendungscurve  die  Krümmungs- 
linien zweiter  Art  für  die  abwickelbare  Fläche.  Da  nun  für  den 
Fall  eines  Kegels  die  Wendungscurve  mit  dem  Scheitelpunkt  des 
Kegels  zusammenfällt,  so  werden  die  Krümmungslinien  nach  der 
Abwickelung  in  Kreisbögen  verwandelt,  deren  Mittelpunkt  der 
Scheitelpunkt  ist.  Offenbar  folgt  hieraus,  dass  die  Krümmungs- 
linien zweiter  Art  eines  Kegels  Durchschnitte  von  Kugeln  sind, 
deren  Mittelpunkt  der  Scheitel  des  Kegels  ist. 

§  76. 

Die  Theorie  der  abwickelbaren  Flächen  macht  es  möglich,  das 
§  19  angedeutete  Evolutenproblem  für  einfach  und  doppelt  gekrümmte 
Curven  vollständig  zu  lösen. 

Wenn  man  in  Punkt  A  einer  Curve,  sie  sei  einfach  oder  doppelt 
gekrümmt,  eine  Tangente  zieht,  von  dieser  ein  Stück  ÄM=l  ab- 
schneidet und  die  Tangente  so  bewegt,  dass  sie  fortwährend  die 
Curve  berührt,  so  wird  Punkt  M  eine  Curve  beschreiben,  welche 
man  Evolvente  der  gegebenen  nennt,  die  letztere  in  Bezug  zur  Evol- 
vente heisst  Evolute  derselben.  Da  Linie  l  beliebig  lang  war,  so 
hat  jede  Curve  unendlich  viel  Evolventen,  offenbar  aber  werden  bei 
einer  einfach  gekrümmten  Curve  alle  Evolventen  mit  ihr  in  einer 
Ebene  liegen,  bei  doppelt  gekrümmten  liegt  jede  Evolvente  in  der 
abwickelbaren  Fläche,  deren  Wendungskante  die  Evolute  ist,  und 
wird  auf  dieser  Fläche  eine  Krümmungslinie  bilden,  wie  bereits  gezeigt 
ist.  Man  kann  sich  die  Evolventen  auch  durch  die  Bewegung  des 
Endpunktes  eines  Fadens  entstanden  denken,  den  man  gespannt  um 
die  Evolute  legt  und  immer  tangential  gegen  diese  Curve  abwickelt. 
Es  ist  auch  klar,  dass  die  Evolvente  oder  ihre  Tangente  immer  auf  der 
entsprechenden    Tangente    der   Evolute    senkrecht    steht,    also    eine 
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Fig.  24. 


Normale  bildet,  class  ferner,  wenn  Ä,  Fig.  24,  der  Punkt  der  Evolute 
ist,  wo  die  Abwickelung  begann,  B^  ein  beliebiger  Punkt  derselben, 
dann  das  Stück  der  Tangente  B^  M^  von  B^  bis  zur  Evolvente  gleich 
.s  +  /  ist. 

Wenn  B^  ein  Bi  benachbarter 
yfi  Punkt  der  Evolute  ist,  so  beschreibt 
die  Tangente  B^M^,  um  in  die  Lage 
B^M^  zu  kommen,  einen  unendlich 
kleinen  Kreisbogen  M^M^  um  B^, 
B^  ist  also  der  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  dessen  Radien  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Tangenten  der  Evo- 
lute oder  Normalen  der  Evolvente 
sind.  Wenn  nun  die  Evolute  eine 
ebene  Curve  ist,  was  dann,  wie  oben 
gesehen,  auch  bei  der  Evolvente  der 
Fall  ist,  so  wird  B^  der  Krümmungs- 
mittelpunkt der  letzteren  sein,  also:  Befinden  sich  Evolute  und  Evol- 
vente in  einer  Ebene,  so  kann  erstere  als  Ort  der  Krümmungsmittel- 
punkte der  letzteren  definirt  werden.  Wir  werden  aber  sogleich 
zeigen,  dass  jede  Curve  unendlich  viel  Evoluten  hat,  auch  wenn 
erstere  eben  ist,  in  diesem  Falle  liegt  dann  nur  eine  Evolute  mit 
der  Evolvente  in  einer  Ebene,  und  nur  diese  Evolute  ist  der  Ort  der 
Krümmungsmittelpunkte  der  Evolvente.  Ist  die  Evolvente  doppelt 
gekrümmt,  so  wird  aber  die  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  keine 
Evolute  sein,  denn  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Evolvente  befindet 
sich  dann  in  der  Hauptnormale,  je  zwei  auf  einander  folgende  Haupt- 
Fig.  24a.  normalen  liegen  aber  in  verschiedenen  Ebenen,  sind 
also,  Fig.  24a,  B^B^  zwei  auf  einander  folgende 
Krummungsmittelpunkte  in  den  Hauptnormalen  M^B^ 
und  M2B2,  so  kann  das  Element  B^^B^  der  Curve 
der  Krümmungsmittelpunkte  keine  Fortsetzung  von 
M^B^  sein,  also  M^B^  wird  nicht  B^B^  berühren. 
Um  nun  zu  untersuchen,  ob  eine  gegebene  Evolvente  eine 
beschränkte  Zahl  oder  unendlich  viel  Evoluten  hat,  denken  wir  uns  durch 
jeden  Punkt  der  ersteren  eine  Normalebene  gelegt.  Alle  diese  Ebenen 
bilden  dann  eine  abwickelbare  Fläche,  die  wir  Evolutenfläche  nennen. 
Seien  Fig.  25,  aam,  hßm^,  cym^  solche  Ebenen,  die  durch  die  aufein- 
ander folgenden  Punkte  ah...  der  Evolvente  gelegt  sind,  also  mnii  m^ 
Punkte  der  Wendungskante,  am,  ßm^,  yni^  sind  die  Erzeugungslinien 
der  Evolutenfläche.     Nimmt  man  nun  in  am  Punkt  a    beliebig    und 
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zieht  a^a,  verlängert  diese  Linie  bis  sie  ßm  in  ß'  schneidet,  zieht  ß'h 
in  Ebene  bßm^   und  verlängert  diese  Linie  bis  zum  Schnittpunkte  y' 
-p.    25  mit  ym.2  u,  s.  w.,   so  bilden 

die  drei  Punkte  a,  ß',  y  eine 
Curve,  deren  Tangenten  a'a, 
ß'b,  y  c  auf  der  Evolute  in 
Punkten  a&c  senkrecht  stehen, 
und  daher  ist  a  ß'  y  eine 
Evolute  zu  ahc.  Da  nun 
Punkt  a  beliebig  in  Linie 
am  genommen  werden  kann, 
hat  jede  Curve  ahc  unendlich 
viel  Evoluten.  Es  lässt  sich 
dies  auch  so  ausdrücken: 
Evolute  einer  gegebenen 
Curve  ist  jede  Curve  auf  ihrer 
Evolutenfläche,  deren  Tan- 
gente verlängert  die  gegebene 
Curve  schneidet,  Ist  die  Evol- 
vente doppelt  gekrümmt,  so 
ist  keine  Evolute  eben,  da 
sonst  die  Tangenten  derselben 
in  einer  Ebene  liegen,  also 
nicht  durch  die  Evolvente 
gehen  können.  Aus  diesem 
Grunde  kann  eine  ebene 
Evolvente  unter  ihren  Evo- 
luten nur  eine  ebene  haben,  da  dieselbe  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegen 
muss.  Was  die  Evolutenfläche  anbetrifft,  so  kann  dieselbe  auch 
durch  eine  Linienconstruction  gefunden  werden,  zwei  auf  einander 
folgende  Normalebenen  der  Curve  ahc  schneiden  sich  nämlich  in 
einer  Linie  am,  welche  auf  zwei  Elementen  ah  und  hc  der  ersteren, 
also  auch  auf  der  durch  beide  gelegten  Ebenen  senkrecht  steht,  d.  b. 
a' m  steht  auf  der  Krümmungsebene  von  ahc  senkrecht.  Sei  nun 
aa  eine  Hauptnormale  von  ahc  und  a  der  Krümmungsmittelpunkt, 
so  geht  durch  a  eine  zweite  Normale  ha  der  Curve,  und  a  ist  also 
jedenfalls  ein  Punkt  einer  Evolute,  die  jedoch  natürlich  im  All- 
gemeinen nur  diesen  Punkt  a  mit  der  Curve  der  Krümmungsmittel- 
punkte  gemein  hat.  Also  jede  Erzeugungslinie  am  der  Evoluten- 
flache  geht  durch  den  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkt  der 
Evolvente    und    steht    auf  der   Krümmungslinie    derselben    senkrecht 
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Dies  giebt  also  eine  Construction  der  Erzeugungslinie.    Ist  die  Evol- 
vente  eben,    so   fallen   alle   Krümmungsebenen   derselben   mit  ihr  in 
eine    Ebene,     die     Erzeugungslinien    der    Evolutenfiäche    sind    also 
Fig.  26.  einander    parallel,    d.    h,:    die     Evolutenfläebe 

einer    ebenen   Curve    ist   ein   Cy linder  der  auf 
ihrer  Ebene  normal  steht,  Fig.  26. 

Alle  Evoluten  derselben  Evolvente  haben 
aber  noch  eine  gemeinschaftliche  Eigenschaft. 
Die  Ebene  zweier  auf  einander  folgender  Er- 
zeugungslinien ß' ma  ist  nämlich  zugleich 
Tangentialebene  der  Evolutenfläche  und  Nor- 
malebene der  Evolvente,  also  senkrecht  auf 
al),  dieses  Element  aber  befindet  sich  in  Ebene 
aß'h  oder  a  ß'  y  ,  dies  ist  offenbar  die  Krüm- 
mungsebene der  Evolute.  Also:  Die  Tan- 
gentialebene der  Evolutenfläche  steht  senkrecht  auf  der  Krümmungs- 
ebene jeder  Evolute,  letztere  sind  also  nach  §  76  kürzeste  Linien 
auf  der  Evolutenfläche  und  gehen  bei  deren  Abwickelung  in  gerade 
Linien  über.  Umgekehrt  entstehen  alle  Evoluten,  wenn  man  in  einer 
Ebene  eine  Gerade  zeichnet  und  dieselbe  mit  ihrer  Ebene  um  die 
Evolutenfläche  wickelt;  die  Anfangsstellung  dieser  Ebene  muss  dann 
so  sein,  dass  sie  die  Evolutenfläche  berührt  und  die  Gerade  verlängert 
die  Evolvente  schneidet.  Ist  die  letztere  eben,  also  die  Evoluten- 
fläche ein  Cylinder,  so  wird  also  jede  Evolute  eine  Schraubenlinie 
(im  allgemeineren  Sinne  §  3  Anm.)  sein. 


§  76a. 

Wir  wollen  zu  diesen  Betrachtungen  noch  die  nöthigen  Berech- 
nungen hinzufügen.  Seien  |  ^  ^  die  Coordinaten  eines  Punktes  a 
der  Evolvente,  ic,  y,  z  die  eines  Punktes  «^  der  Evolute,  s  der 
Bogen  der  letzteren,  so  sind  x  — -1,2/  —  ^?  ^  —  ^  ^^^  Projectionen 
von  a  «j   oder  s  -\-  l  auf  die  Axen,  und   da   die  Cosinus  der  Winkel 


dieser  Linie  bezüglich  gleich  -j 


dx 


dy 
ds 


dz 
ds 


sind,  so  hat  man: 


{l)x-i^(s  +  l)'l^^,    {2)y-r]=={s-\-l/^''^ 


ds 


ds 


(3)«-?: 


(^  +  ^)T. 


Diese  Gleichungen  geben,  wenn  x  y  2  also  auch  s  als  Functionen  einer 
vierten  Grösse  ti  gegeben  sind,  die  Gleichungen  der  Evolventen  un- 
mittelbar, und  machen  nur  eine  Integration  zur  Bestimmung  von  s 
nöthig.     Ist  die  Evolute  eben,  und  als  Ebene   der  xy   angenommen, 
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so  fällt  die  dritte  Gleichung  weg,  da  z  und  folglich  auch  l  gleich 
Null  sind.  Die  einzelnen  Evolventen  unterscheiden  sich  nur  durch 
den  Werth  der  Constante  l. 

Jetzt  seien  die  Gleichungen  der  Evolventen  gegeben,  also  |  ^  ^ 
Funktionen  von  einer  vierten  Grösse  u.  Unsere  drei  Gleichungen 
sind  dann  die  Differentialgleichungen  der  Evolute,  eliminirt  man  l, 
so  hat  man  die  der  Evolutenfläche.  Letztere  Gleichungen  lassen  sich 
aber  auch  so  herstellen,  dass  sie  nur  x  y  z  und  uicht  ihre  Diffe- 
rentiale enthalten.  Durch  Differentiiren  nach  s  geben  unsere  drei 
Gleichungen: 

■"  "^  ~~  ^^  "*"  *^  rf^^     ~  d^  ~  ^^ '^ ''^  ds'''     ~  dz~^^^  ^^  ds'' 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  bezüglich  mit  t-,  ^,  -7-  multipli- 

et  s      (ts      eis 

cirt  und  addirt: 

d^  dx  -\-  dri  dy  -\-  dl  dz  ==  0 
oder 

(4)  r^'  +  ^>'  +  r/  =  o, 

wo  die  Striche  die  Differentiation  nach  u  andeuten  mögen. 

Diese  Gleichung   sagt   übrigens  nur,  dass   die  Tangente   der  Evolute 

auf  der  der  Evolvente  senkrecht  steht,  ist  also  selbstverständlich. 

Multipliciren  wir  aber  jetzt  die  Gleichungen  1,  2,  3  bezüglich  mit 
I'  ri  l'  und  addiren,  so  erhalten  wir  als  erste  Gleichung  der  Evo- 
lutenfläche: 

(5)  {x-i)^^{y-n)ri'  +  {z-t)^  =  Q.       ' 

Diese  Gleichung  differentiiren  wir  nochmals  und  erhalten: 

(x'-^')^'-^(y'-r}')ri'-\-{z-l')t:-\-{x-m''+(y~vW+{^-m''=0, 

wegen  Gleichung  (4)  wird  dieser  Ausdruck  aber: 

(6)    (x - 1)  1"  +  (y-v) v"  +  (^ -  0 r'  =  r^  +  n'  +  r^ 

5  und  6  sind  die  Gleichungen  der  Evolutenfläche,  sie  erhalten  ausser 
x  y  z  nur  noch  die  Variable  u.  Um  eine  Evolute  zu  bestimmen,  ist 
dann  noch  eine  der  Gleichungen  1,  2,  3  nöthig,  oder  wenn  s  nicht 
vorkommen  soll,  die  Gleichung,  welche  aus  Division  zweier  dieser 
Gleichungen  entsteht,  also 

^  -^  dx        X  —  I ' 

woraus  sich  die  verschiedenen  Evoluten  durch  Wahl  der  Integrations- 
constante  ergeben. 

JoACHiMsTHAL,  Anwendung  d.  Differentiälrechn.    2.  Aufl.  10 
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Die  Gleichungen   5   und   6   nehmen   noch   eine  etwas  bequemere 
Gestalt  an.     Wir  setzen: 

i(r  +  ^^  +  e^)=%, 

also:  ir  +  nn  +  er  =  %,  ir  +  nn  +  er  +  r + n' + V - 2" 

und  erhalten  als  Gleichungen  der  Evolutentläche : 
(5a)  x^ -{- yri  -]r  zi;  =  i  ,  (6a)  rcl"  +  2/V' +  ^^  =  x"- 
Giebt  man  der  Grösse  u,  von  der  ^rj  ^  %  allein  abhängig  sind,  einen 
bestimmten  Werth,  so  stellen  diese  beiden  Gleichungen  eine  Gerade 
auf  der  Evolutenfläche,  also  ihre  Erzeugungslinie  dar.  Nimmt  man 
einen  unendlich  nahen  Werth  von  m,  also  u  -\-  du,  so  werden  die 
Gleichungen  (5  a)  und  (6  a): 

X  (I'  +  I"  du)  +  yiv  ■+  n"  du)  +  ^  (r  +  r  du)  =  x'  +  %  du 
X  (r  +  r"  du)  +  y  in"  +  n"  du)  +  z  {l"  +  l'"  du)  =  /'  +  x"  du. 
Für  den  Schnittpunkt  zweier  auf  einander  folgenden  Erzeugungslinien, 
d.  h.  für  einen  Punkt  der  Wendungskante  gelten  nur  diese  Glei- 
chungen und  5  a,  sowie  6  a.  Zieht  man  aber  5  a  von  der  ersten  dieser 
Gleichungen  ab,  so  wird  sie  mit  6  a  identisch,  zieht  man  6  a  von  der 
zweiten  ab,  so  erhält  man: 

(8)  xr  +yri"  +  ^C  =  l"- 

Diese  Gleichung  in  Gemeinschaft  mit  5  a  und  6  a  oder  5  und  6  be- 
stimmt also  die  Wendungskante. 

Beispiel.      Bestimmen    wir     die    Evolvente     einer    gewöhnlichen 
Schraubenlinie,  deren  Gleichungen  sind  (§  8): 

^  =  a  sin  t,     r]  =  a  cos  t,     t  =  -^- , 

a  ist  der  Radius  des  Cylinders,  auf  welchem  sie  liegt,  b  die  Höhe  des 
Schraubenganges,  t  der  veränderliche  Winkel,  um  den  sich  die  Hori- 
zontalprojection  des  Punktes  gedreht  hat,  durch  dessen  Bewegung  die 
Schraubenlinie  entstand.     Wir  haben  also: 

X    =2^+8^'  §    ==acos^,     7]    ^  ~  asmt,     t    =^ 

X    ==  4„.;  I"  =  —  a  sin  t,     rf  =  —  a  cos  t,     T  =  0 

Die  Gleichungen  der  Evoluteufläche  8a  und  6a  sind  also: 
ax  cos  t  —  au  sin  t  -+-  „     0  =  — - 

'       2  TT  4  TT" 

—  ax  sni  /  —  au  cos  t  =  -— :;. 

•^  Alt' 
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Für  die  Wendungskante  ist  noch: 

I'"  =  —  a  cos  t ,     rl"  =  a  sin  ^ ,     ^"'  =  0 ,     -i"  =  0 ; 
also  Gleichung  8  wird: 

X  cos  t  =  y  sin  ^  / 
hierdurch  erhält  man  aus  den  vorigen  Gleichungen: 

ht  h'^  sin  t 

*  '^      ?       CIX  ,     s      < 

also  auch 

&^  cos  t 
ay  = ir^- 

Offenbar  werden  diese  Gleichungen  mit  denen  der  Evolvente  identisch, 
wenn  man  x  und  y  mit  —  x  und  —  y  vertauscht,   was  eben  nur  eine 

Drehung   der  x-  und  y-Kx.e  um  180^   anzeigt,   und  für  a  setzt  ~ — i, 

d.  h.  die  Evolutenfläche  einer  Schraubenlinie  wird  gebildet  von  den 
Tangenten  einer  zweiten  Schraubenlinie  mit  demselben  Gange  h. 
Aus  der  Form  der  Gleichungen  ist  übrigens  ersichtlich,  dass  beide 
Cylinder   dieselbe  Axe  haben,    denn   t  ist  beiden  identisch. 

Sei  jetzt  die  Evolvente  eine  ebene  Curve,  so  kann  man  ihre 
Ebene  als  die  der  xy  also  z  =  0  setzen,  dann  geben  die  Gleichungen 
5  und  6: 

{x  —  I)  I'  +  {y  —  7j)7j'  =  0,     (x  —  I)  f  -f-  {y  —  7})  fj"  =  P  7]'^ 

die  Gleichung  7  aber  wird: 

dz dx 

z         x—^' 

Die  erste  Gleichimg  giebt: 

y  —  ri  =  -{x-l)K. 
Dies  setzt  man  in  die  zweite  und  erhält: 

es  lässt  sich  also  x  durch  u  allein  ausdrücken,  so  dass  die  Glei- 
chung -= r  auf  Quadratur  zurückgeführt  ist.     Die  beiden  Glei- 

chungen  für  x  —  ^  und  y  —  rj  geben  sowohl  die  Evolutencylinder, 
als  auch  die  ebene  Evolute,  für  welche  ^  =  0  wird,  also  die  letzte 
Gleichung,  die  man  auch  schreiben  kann  (x  —  l)  dz  =  s  dx ,  die 
Form  Null  gleich  Null  annimmt. 

Beispiel.  Sei  die  Evolvente  eine  Parabel,  also  rj^  =  pi,  nehmen 
wir  I  als  unabhängige  Variable,  so  ist: 

r  =  i,  v=\y]  r  =  o,  ,/'  =  -i|/i, 

Kl* 
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also  die  Gleichungen  des  Evolutencylinders  und  der  ebenen  Evolute: 

x  =  H  +  l,   y--^V^l, 

woraus  sich  ergiebt: 

bekanntlich   die   Gleichungen  der   Neilschen  Parabel,   aber  die   Glei- 
chung (7)  giebt  dann: 

dz  Gdx 


z  4a;  -|-  p  ' 

Diese  Gleichung  giebt  integrirt: 

lg  ^  =  -~  lg  c  (4x  -\-  p)    oder:    c^  {4:X  +  ji7)^  =  g^. 

Die  erste  Gleichung  hat  ganz  die  Form  der  ersten,  also: 

Jede  Evolute  der  Parabel  hat  also  zu  Projectionen  auf  zwei 
Coordinatenebenen  Neilsche  Parabeln. 

8.  lieber  confocale  Flächen  und  die  Krttmnuingscnrven  der 
Flächen  zweiten  Grades. 

§  77. 

Um  die  Krümmungscurven  der  Flächen  zweiten  Grades,  welche 
einen  Mittelpunkt  haben,  zu  bestimmen,  sind  einige  Betrachtungen 
über  confocale  Flächen  zweiten  Grades  nötliig,  die  zunächst  gegeben 
werden  sollen. 

Seien  a  &  c  die  drei  Halbaxen  eines  Ellipsoids,  so  lässt  sich 
zunächst  zeigen,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  immer 
drei  und  nie  mehr  als  drei  Flächen  zweiten  Grades  legen  lassen, 
welche  diesem  EUipsoid  confocal  sind. 

Seien  nämlich  x  y  B  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
M,  bezogen  auf  die  Hauptaxen  des  Ellipsoids  als  Coordinatenaxen,  so 
wird  die  Gleichung  eines  confocalen  Ellipsoids  sein: 

^'     4-  -J^'     _i-  -  J'- 1  =  0 

a^—k^h^  —  k^c^  —  h  ^' 

Damit  dieses  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  geht,  isi  x  y  z 
mit  den  Coordinaten  dieses  Punktes  zu  identificiren.  Dann  sind  x  y  z 
a  h  c  bekannte  Grössen;  die  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  h  vom 
dritten  Grade,  hat  also  nicht  mehr  als  drei  Wurzeln,  womit  bewiesen 
ist,  dass  durch  den  Punkt  31  höchstens  drei  confocale  Flächen  gehen. 
Es  bleibt  also  nur  noch  zu  zeigen,  dass  drei  Wurzeln  immer  reell  sind. 
Bezeichnen  wir  die  linke  Seite  unserer  Gleichung  mit  F,   so  ist  für 
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h  =  —  oo,  F=  —  1.  Möge  nun  li  wachsen,  und  bezeichne  v 
eine  unendlich  [kleine  positive  Grösse,  sei  ferner  «'^>&^>c^,  so 
wird  F  continuirlich  bleiben  von  h  =  —  oo  bis  h  ==  c^  —  v ,  für 
diesen  Werth  aber  wird  F  =  -}-  cx> .  Es  muss  also  inzwischen  F 
wenigstens  einmal  durch  Null  gegangen  sein,  man  hat  also  eine 
Wurzel  h,  welche  algebraisch  kleiner  als  c^  ist;  da  hierbei  alle  drei 
Nenner  a^  —  k,  h^  —  Je,  c^  —  k  positiv  sind,  so  entspricht  dieser 
Wurzel  immer  ein  Ellipsoid.  Setzen  wir  nun  Je  =  c^  -{-  v ,  so  springt 
F  auf  —  oo  hinüber  und  bleibt  mit  wachsendem  Je  continuirlich  bis 
Je  =  h^  —  V,  wo  F  =  -\-  oo  wird,  es  muss  also  eine  zweite  Wurzel  Je 
zwischen  c^  und  h^  geben.  Da  für  diese  a^  —  Je  und  h^  —  Je  positiv, 
c^  —  Je  aber  negativ  ist,  so  entspricht  ihr  ein  einschaaliges  Hyper- 
boloid. Für  Je  ==h^  -\-  V  wird  F  wieder  =  —  oo ,  und  bleibt  con- 
tinuirlich his  Je  =  a^  —  V,  wo  F  =  -\-  oo  wird,  es  giebt  also  eine 
dritte  Wurzel  Je  zwischen  a^  und  &^,  dieser  entspricht  ein  zweischaa- 
liges  Hyperboloid,  da  a^  —  Je  positiv  und  die  beiden  andern  Nenner 
negativ  sind.  Da  nun  mehr  als  drei  Wurzeln  nicht  vorkommen 
können,  so  lassen  sich  durch  jeden  Punkt  im  Räume  stets  drei  und 
nicht  mehr  Flächen  legen,  die  einem  gegebenen  Ellipsoid  confocal 
sind,  und  zwar  sind  diese  drei  immer  ein  Ellipsoid  und  je  eins  von 
den  beiden  Arten  der  Hyperboloide. 

Die   cubische  Gleichung,  aus  der  sich  Je  ergiebt,  ist  nach  Weg- 
schaffung der  Nenner: 

x^  (&2  _  Je)  (c2  -Je)-^i/  (a^  -  k)  (c^  -  k) -j- z'  (a'  —  Je)  {h^  —  k) 
=  («2  _  k)  (&2  _  k)  (c^  —  k) . 

Sind  umgekebrt  die  drei  Werthe  von  k  gegeben,  so  kann  man  x'',  y^,  z^ 
finden.  Die  einfachste  Form  für  diese  Grössen  giebt  folgende  Be- 
trachtung. Sei  0?  —  k  =  X,  also  &^  —  k  =^})^  ~  o?  -\-  l ^  c^  —  k  = 
c^  —  a^  -\-  V,  so  wird  unsere  Gleichung: 

X^  (62  _  «2  _|_  ^^)  (^^2  _  ^2  _^  ;^)  _j_  y2^  (^^2  _  ^2  +  A)  +  sH  (b'  -  d'  -f  A) 
=  ;  r&2  _  ^2  _|_  X)  {(?  -  «2  +  A)  . 

Das  Glied  dieser  cubischen  Gleichung,  welches  kein  X  enthält,  ist  be- 
kanntlich gleich  Aj  Ag  A3  oder  gleich  {c?  —  k^  {a^  —  Je^  {o?  —  k^ , 
woraus  sich  ergiebt: 

X?  (&2  -  a^)  {c'  -  a'O  =  («2  -  \)  («2  _  l^)  («2  _  i^ 

und  ebenso: 

f  {a^  -  W)  {(?  -  ¥)  =  {h'  -  Je,)  (6^  -  Je,)  {V'  -  k,) 
z^  («2  -  e)  ih^  -  c^)  =  {f  —  k,)  (c^  -  it,)  {c'  -  Je,) . 
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Da  also  Punkt  M  durch  \  \  k^  bestimmt  ist,  so  ist  es  gestattet, 
diese  3  letzteren  Grössen  selbst  als  eine  eigene  Art  von  Coordinaten 
zu  betrachten,  welche  einen  Punkt  als  Durchschnitt  dreier  confocalen 
Flächen  zweiten  Grades  ergeben. 

Man  nennt  diese  Coordinaten  elliptische.  Diese  Betrachtung 
bildet  eine  Erweiterung  von  einer  Theorie,  die  Euler  bei  Gelegenheit 
des  Problems  der  3  Körper  zunächst  auf  die  Ebene  anwandte,  indem 
er  jeden  Punkt  der  Ebene  als  Durchschnitt  zweier  confocalen  Kegel- 
schnitte einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  betrachtete.  Die  Er- 
weiterung auf  den  Raum  rührt  von  Legendre  her.  Gehört  der 
Punkt  M  selbst  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  an,  so  vereinfachen 
sich  diese  Betrachtungen.  Ist  diese  Fläche  namentlich  ein  EUipsoid, 
und  dessen  Gleichung 

A''  "^  B'  "T"  C*  ' 

so  kann  man  ABC  mit  abc  identificiren,  dann  wird  also  \  ==  0, 
das  gegebene  EUipsoid  ist  dann  für  jeden  seiner  Punkte  eine  der 
confocalen  Flächen,  und  wird  in  solchem  Punkte  von  2  andern,  ihm 
confocalen  Flächen  geschnitten,  einem  einschaaligen  und  einem  zwei- 
schaaligeii  Hyperboloid.  Liegt  aber  Punkt  M  auf  einem  einschaaligen 
Hyperboloid,  so  ist  dessen  Gleichung  von  der  Gestalt: 

^2  ~r  ^  ~"  C^2 ' 
Man  setzt  dann 

a^  =  A^J^}i,  h'  =  B'-\-h,  c''=~C'-\-h, 
wo  h  >  C^,  wo  dann  abc  wieder  ein  EUipsoid  geben,  das  dem 
Hyperboloid  confocal  ist.  Das  letztere  ist  dann  eine  der  confocalen 
Flächen  für  jeden  seiner  Punkte,  und  wird  in  ihm  von  einem  EUip- 
soid und  einem  zweischaaligen  Hyperboloid  geschnitten.  Liege  Punkt  M 
endlich  auf  einem  zweischaaligen  Hyperboloid,  und  sei  dessen  Gleichung 


x'  y'  z^ 


=-  1, 


A^        B'        C^  ~  ^' 
80  ist  zu  setzen 

a'==A'-[-h,       V'^-B'-^h,       c'=-C'-{-Ji, 
wo  h    grösser   als   B^   und    als   C^   zu    nehmen,    also    wieder    einem 
EUipsoid  entspricht,  das  dem  gegebenen  Hyperboloid  confocal  ist. 

§  78. 
Dass  die  Gleichung 

^' -  4-  -J'-  4-      ^'      _  1 
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3  reelle  Wurzeln  hat,  lässt  sich  auch  folgendermassen  beweisen.  Da 
jede  cubische  Gleichung  jedenfalls  eine  reelle  Wurzel  hat,  möge  ^^3 
dieselbe  sein.  Denken  wir  uns  jetzt  h  durch  \  und  h2  ersetzt  und 
bilden  die  DiflFerenz  der  entstehenden  Gleichungen.     Es  ergiebt  sich: 

wäre  nun  kj^  imaginär,  also  gleich  l  -\-  Ij^i ,  so  müsste  /tg  ==  l  —  ?i« 
sein,  und  unsere  Gleichung  wäre: 

2  ^1  *  { (a2-Z)2  +  Zj2  +  (&'-i_Z)2_|_;^2  +  Ic^-^ZTJf-ZfJ^^  j  =  0. 

Der  zweite  Factor  ist  wesentlich  positiv,  kann  also  nicht  ver- 
schwinden, es  wäre  also  Z^  =  0,  also  die  Wurzeln  reell.  Es  lassen 
sich  aus  diesen  Betrachtungen  auch  die  Grenzen  der  3  Werthe  von  k 
ermitteln.     In  den  4  Gleichungen: 


möge  wieder  a^h>  c,  und  ä;^  >  Z^^g  >  ^h  ^^^^• 

Wegen  der  letzten  Gleichung  kann  keiner  der  Werthe  von  h 
grösser  als  a^  sein,  da  sonst  die  ganze  linke  Seite  negativ  würde, 
also  \  <  a^. 

Die  3  anderen  Gleichungen  lehren,  dass  nicht  2  der  Grössen  Je 
kleiner  als  c^  sein  können,  da  sonst  die  linken  Seiten  positiv,  also 
nicht  gleich  Null  wären,  also  Jc^  >  c^.  Wäre  nun  auch  7%  grösser 
als  c^,  so  würden  in  der  ersten  und  dritten  Gleichung  das  erste  und 
letzte  Glied  positiv,  es  muss  also  das  zweite  negativ  sein,  damit  die 
linke  Seite  Null  wird,  was  in  der  ersten  Gleichung  nur  möglich  ist, 
wenn  \  >  b^,  h^  <  b^,  und  in  der  dritten  wenn  h^  >  b^,  Jc^  <  &^;  da 
dies  nicht  möglich  ist,  so  hat  man  Jc^  <  c^. 

In  der  ersten  Gleichung  ist  dann  das  erste  und  letzte  Glied 
positiv,  damit  das  zweite  negativ  sei,  ist  noch  nöthig,  dass  k^  <  &^, 
Jcy  >  b^  sei,  womit  die  Grenzen  wie  im  vorigen  Paragraphen  fest- 
gestellt sind. 

Anmerkung.  Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  die  in  diesem  und 
dem  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Methoden  die  Reellität  der 
Wurzeln    zu    erweisen,    auf  Gleichungen  von  der  gegebenen  Gestalt 
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selbst  dann  Anwendung  finden,  wenn  sie  mehr  als  3  Grössen  xys 
enthalten.  Diese  Ausdehnung  der  elliptischen  Coordinaten  findet 
nämlich  bei  manchen  Untersuchungen  Anwendung. 

§  79. 
Die  Gleichung 

J V- I f ==  0 


{a'-k,){a'~k^)    •    {b' -  k,)  (b^  -  k,)    '    {c^  -  k,)  {&' -  k,) 
welche    für   je    2    confocale  Flächen    gilt,    die    sich   im  Punkte  xyz 
schneiden,  hat  aber  auch  eine  geometrische  Bedeutung. 

Sei 

^  a*  —  Äi     '    62  _  ^.^  -r  c2  _  ^.^         A 

^1        a'  —  k^^  b^  —  k^  ^  c^  —  k^  ' 

so   sind  F=0  F^  ==  0  die   Gleichungen   der  beiden  Flächen,   dann 
nimmt  die  obige  Gleichung  oflFenbar  die  Gestalt  an: 

dx   dx     '    dy    dy     '     dz    dz 
und  da  ^— ,  -ö-t  u.  s.  w.   den  Richtungscosinus  der  Normalen  an  die 

0  OC  0  Ob 

betreffenden  Flächen  proportional  sind,  so  folgt  folgender  Satz: 

Erfüllt    man    den    Raum    mit    3    Schaaren    confocaler    Flächen 

zweiten  Grades,  so  werden  diese  immer  einander  orthogonal  schneiden. 
Hieraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  des  §  64  a  bewiesenen  Dupinscheu 

Satzes: 

Die    3  Schaaren    confocaler   Flächen    zweiten  Grades    schneiden 

einander  in  Krümmungslinien. 

§  80. 
Es  wurde  schon  vorhin  auf  den  Fall  hingewiesen,  wo  nur  solche 
Punkte    betrachtet    werden,    die    auf   einer    Fläche    zweiter    Ordnung 
liegen.     Die  Gleichungen  einer  solchen  lassen  sich  immer  schreiben: 

^'  -I-  ^'  4-  i!  =  1 
«  ^  ß  ^  y         ' 

wo  aßy  positiv  oder  negativ  sein  können.     Dann  kann  diese  Fläche 

selbst  als  eine  der  confocalen  betrachtet  werden,  die  beiden  andern 

sind  dann: 

^'     I     y'     I     ^^    _■! 

«  —  *!     '    ^  —  i-,     '    y  —  Ä;,  ^ 

^*      _i        2/'        I        jS 


~   ß  _  Z:     ^  V  —  Ar  ^  ' 


«  —  ifcg    '    P  —k^^  y 
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während  Ti^  ==  0  ist.  Aber  nur  im  Falle  die  gegebene  Fläche  ein  Ellip- 
soid  ist,  werden  k^  und  k^  immer  positiv  sein,  da  dann  a^Jc^^ß^ k^ > y 
wird. 

In  jedem  Falle  findet  man,  indem  man  die  erste  Gleichung  von 
den  zwei  letzten  abzieht: 


4.  _^ I f =  0 


wo  Je  die  Werthe  \  und  Zcg  vorstellt,   also   mit  Hinwegschaffung  der 

Nenner: 

x^ßy(ß  -k){y-k)-\-  fay{a  -k)(y  -  Ic)  +  s^aß{a  ~  Je)  {ß  —  k)  =  0 

oder: 

J(^(ßyx^  +  yay^  +  aßz^)  —  Jc{ßy{ß  +  y)x^  +  ya(y  +  ({)i/ 
+  aß{a  +  ß)2^}-\-  ß'y^x^  +  y''*«'^'  +  a'/3'/'  =  0. 

Für  den  Factor  von  Ji^  kann  vermöge  der  Gleichung  der  ge- 
gebenen Fläche  aßy  geschrieben  werden.  Somit  ergiebt  sich  für  die 
beiden  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung: 

{Je,  +  l,)aßy  =  ßy{ß  +  y)x''  +  ya{a  +  y)y'  +  ßa{a  +  /3)0*'' 

Um  it;^,  «/^,  ^^  zu  finden,  braucht  man  nur  in  den  betreffenden 
Formeln  des  §  77  ytg  =  0  zu  setzen,  und  für  o^h^c^  bezüglich  aßy 
zu  schreiben,  dies  giebt: 

x^{ß  —  «)  (j'  —  ß)  =  «(«  —  Ji^  (a  —  Zi^g) 

^'(«  -ß){Y-ß)-  ß(ß  -  ^1)  (/5  -  h) 
Z'  {a  -y){ß-y)  =  y(y  -  Je,)  (y  -  Jc^. 

Sei  endlich  die  betrachtete  Fläche  ein  Ellipsoid,  also  aßy  positiv 
und  a^  ß^  y,  \'^Ji^,  wie  im  allgemeinen  Falle,  so  lassen  sich 
x^,  if,  z^  bequem  trigonometrisch  ausdrücken.     Zu  dem  Ende  sei 

^  =  008^  W  ,         ^ ^  =  cos'*  V. 

a  —  ß  '       p  —  y 

Die  linken  Seiten  sind  nämlich  bei  unserer  Annahme  positive  Brüche. 
Dann  ist: 

y^  =  ß  cos^w  cos^i; 
ferner:  da 

Jiy  =  ß  -\-  {a  —  /3)  cos^  w ,       Ji^  =  ß  —  (|3  —  y)  cos^  v 
also: 

a  —  Ji,=^  {a  —  /3)  sin^  w ,       «  —  Ji^  =  {a  —  ß)  —  (^ß  —  y)  cos^  v 

x^  =  a  sin^ ii  ( -\-  - — —  cos^ v] 

\a—y'a  —  y  / 
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oder  wenn 

a  —  y  '        a  —  y  *■ 

gesetzt  wird,  ist: 

x^  =  K  sin^M  (1  —  Aj'''  sin^v) 
da  X^  -\-  k^^  =  l  ist.     Auf  ähnliche  Weise  erhält  man: 

z^  =  y  siu^  V  {\  —  k^  sin^ u) 

§  81. 

Um  eine  Anwendung  der  elliptischen  Coordinaten  zu  machen, 
soll  mit  ihrer  Hülfe  die  Oberfläche  eines  Ellipsoids  berechnet  werden. 

Wir  schreiben  in  den  Formeln  des  §  80  wieder  a^Wc^  für  Dcßy. 
Das    Oberflächenelement    des    Ellipsoids    fanden    wir    (§   55)    gleich 

yEG  —  F^  du  dl}. 

Legen  wir  jetzt  auf  jeden  Punkt  des  Ellipsoids  die  beiden  ihm 
confocalen  Hyperboloide,  dann  ist  h^  =  0,  da  das  Ellipsoid  selbst 
die  dritte  Fläche  bildet.  Die  Grössen  u  und  v  des  vorigen  Para- 
graphen betrachten  wir  als  unabhängige  Variablen,  so  dass  \  nur 
von  u,  h^  nur  von  v  abhängt. 

Der  Ausdruck  F  (§  53)  ist  dann  dem  Cosinus  des  Winkels 
proportional,  den  die  Tangenten  beider  Hyperboloide  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  einander  machen,  und  in  unserm  Falle  also  F  =  0. 
Es  war  nun  §  80 

a;  =  a  sin  u  A\     y  =  l>  cos  a  cos  v,     z  =  c  sinv  ^ 
wo 

^'  =]/l  _  A7^ir^2^;  z/=  |/1  —  A^^sin^l^  und  k'  =  ^—,  j'''^^-" 

also  A,^  -|-  A^  =  1  ist: 

^*                       ^f       dy              7    •                       dz               Z'c  eint;  sin  M  cos  M 
ö—  =  a  cos  M  z/  ,     o    ==  —  0  sm  u  cos  v,     ö—  = ; 

Gu  'du  '     du  J  ' 

also  wird  die  Grösse 

TT"         ^2  „„„2.,  2l2  2         '2        172-2  2         i      ^''c^  sill'^W  C08*U  sin^V 

'  1  —  ;i*  Bin'*« 

Setzt    man    hierin    statt    sin^v    überall    1  —  cos^v,    so  nimmt  E  die 
Form  nn:  E  =  P  -\-  Q  cos^v.     Es  ist  nun 

F  =  or  cos^tt  —  ar  cos-  uk^  -\ ;; ,..  .  „ — 

12  2        f     2      I         C*i*8in'M    )  COS^uV    19..,,        0,0      .    9      . 

_COS^   1^2  _  ^^2  _  ,2^>  ^2  ,^„2^  |   _  COsW   {«2  ^^^2,,  _^  J;^  ^J^«^  } 
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und 

oder  weil 

A2  =  ^J^'  also  —  cU^  =  aH,^  —  b\ 

r\  212  2       fl       I  ^''SID*«       1       I      1.2     •    2       fi  i^cos^tt      ) 

ö  =  «''A/  cos'^M    1  +  , Tr^T'     +  ^  sin'^w    1  —  - — ?t~-^2^ 

^  1  l        '     1 — A^sia*M)      '  l  1  —  X^ivu^u] 

=  J^  { «'''  cos^M  +  ^^  sin'^w } . 
Also  wird 


ebenso 


„        a'^  cos''' w  4- ö^8in'''w  ,  ,..        o       1     1  i»        2    > 


^        c^  cos*?;  +  fc^  sin^ü  ,,5,1       2       112        21 


demnach  das  Oberflächenelement 


=  d%(,  •  äv  • ~  ,^ — y{c?  cos^M  +  ^^  sin^w)  (c^  cos^t;  +  6^  sin^v), 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  innerhalb  0  und  —  nach  beiden 

Variabein  u  und  v,  so  erhält  man  den  Octanten  des  Ellipsoids;  man 
findet  somit  das  ganze  EUipsoid  gleich  achtmal  folgendem  Ausdruck 


2  /"cos^Ml/a*  cos^M  +  ^*  sin^M   ,        /^l 
0  0 


•  2  1   co8*Ml/a*cos*M  + ^*  si'i***  j        /^>/c*C08^w  +  6*  sin'''v  , 


2 


I     19/  l/a*  cos^w  4- &'''8in*M   ,        / 


i*  C08*w4- &'''8in*M   ,        /  cos^vl/c' co8*^? +  &*  sin^'ü   , 


0 


§  82. 

Durch  die  Theorie  der  confocalen  Flächen  in  Verbindung  mit 
der  Schlussbemerkung  des  §  80  ist  aber  auch  die  Theorie  der 
Krümmungslinieu  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung  erledigt. 

Ist 

w  l'  +  f  +  ?  =  i 

die  Gleichung  einer  solchen,  xyz  ein  Punkt  auf  derselben,   so  geben 
die  Gleichungen  des  §  80 
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{Je,  +  k,)aßy  =  ßriß  +  y)x'  +  ya(a  +  y)i/  +  ßa(a  +  ^j^'^^ 

die    Werthe   von    h,    welche    den    2    durch    diesen   Punkt    gehenden 
confocalen  Flächen  entsprechen,  und  die  Gleichung  derselben 


(2)  „4r-,  +  «4i  + 


^' 


=  1 


y  —  k 

im  Verein  mit  (1)  gilt  dann  für  jede  der  beiden  Krümmungslinien, 
da  sich  nach  §  80  die  confocalen  Flächen  in  solchen  schneiden. 

Es  lässt  sich  aber  auch  ohne  den  allgemeinen  Dupinschen  Satz 
direct  beweisen,  dass  der  Durchschnitt  zweier  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  für  beide  eine  Krümmungslinie  ist  und  dieser  Beweis 
soll  hier  noch  folgen.  In  der  That  war  dieser  Satz  früher  bekannt 
als  der  allgemeine  von  Dupin,  und  ist  durch  diese  Eigenschaft  der 
confocalen  Flächen  Dupin  erst  auf  seine  Verallgemeinerung  ge- 
kommen. 

Die  Gleichungen  der  Normale  zu  der  gegebenen  Fläche  sind: 

X  y  z  ' 

a  ß  y 

wenn  ^rjt,  wieder  die  laufenden  Coordinaten  sind,  und  die  der  be- 
nachbarten Normale: 

^  —  x — dx        Tj  —  y  —  dy J — z  —  dz  

x-\-dx  y-\-dy  z-\-dz  ^' 

a  ß  y 

Dafür,  dass  diese  beiden  einander  schneiden,  hat  man  folgende  drei 
Bedingungsgleichungen,  die  sich  aus  den  allgemeinen  in  §  75  er- 
geben: 

dx-\-{^  —  X)^-{-  [1-^  =  0 

oder 

Iadx  -{-  ((i  —  X)x  -\-  fidx  =  0 
ßdy  -\-{^  —  X)y  -{-  iidy  =  0 
ydz  -\-  {ii  —  l)  z  -\-  (id0  ==  0. 

Eliminirt  man  hieraus  (i  =  X  und  /*,  so  findet  man  als  die  Gleichung 
der  Krümmungscurven  für  die  erste  Fläche: 

adx(ydz  — -  zdy)  -{-  ßdy{zdx  —  xdz)  -\-  ydz{xdy  —  ydx)  ==  0, 
oder  mit  anderer  Anordnung: 

xdydz  {ß  —  y)  -\-  ydzdx  (y  —  cc)  -\-  zdxdy  {a  —  ß)  =  0. 
Dies    ist    aber   auch   die    Gleichung    der  Krümmungscurven    für    die 
zweite  Fläche,  da  sie  sich  nicht  ändert,  wenn   a,  ß,  y  gleichzeitig 
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um  h  abnehmen.  Für  jeden  Punkt  also,  den  beide  confocale  Flächen 
gemein  haben,  ist  ihnen  eine  Krümmungslinie  gemeinsam,  mithin 
ist  der  ganze  Durchschnitt  eine  solche  für  beide  Flächen. 

dx,  dy,  dz  sind  die  kleinen  Zuwächse,  welche  x,  y,  z  annehmen, 
wenn  man  auf  der  Curve  fortgeht.  Da  die  Curve  nun  auf  der  ge- 
gebenen Fläche  liegt,  so  hat  man  für   diese  Incremente  die  Gleichung 

1-  —,-   -I =  0,   und    weil    sie    auch   auf  der   zweiten   liegt: 

a        '        (3        '       y  '  ° 

f  -h  ^  ^7  H T  *=  0.     Hieraus  kann  man  die  Verhältnisse  der 

a  —  k    '     ß  —  K    '    y  —  h 

dx,  dy,  dz  zu   einander  bestimmen.     Wir  thun   es^   indem  wir  den 

unbestimmten  Factor  f  einführen: 

f   ^n^  _  __1 1__  =  yß-yfe-Py  +  pA:  _  (P-y)^ 

/•^»^        ß(y-fc)        y(ß-Ä;)  ßy(ß_  fc)(y -ä;)  ßy(^  -  Ä;)(y  -  ä;) 

■t 
oder  wenn  wir  statt /"das  Product:  —-a-  ^'y  •  {a — A;)-(/3  —  ^)*(y — li)=F 

einführen: 

F-x-dx=a(ß — y){a — Je)  und  öhnlichF- y  ■dy  =  ß{'y  —  a){ß  —  k) 
und  F  •  z  •  dz  =  y  (a  —  ß)(y  —  h).     Also  wird 

dydz=  J^^  {y  -«)(«-  ß)(ß  -l){y-  h) 

und  ähnlich  die  andern.  Wir  können  somit  die  Gleichung  der  Krüm- 
mungscurve  durch  Substitution  dieser  Werthe  und  Multiplication  mit 
F^  so  schreiben: 

y-^ßy{a  -  ß){ß  ~  y){r  -  a){ß  -l){y  -h) 

+  7^  y«(«  -ß){ß-  y)  (y  -  «)  ir  -'^^)  («  -  ^0 


oder: 


+  ^^  aß{a  -ß){ß-  r)  (y  -  a)  {a  -  Je)  {ß  -^  k)  ^  0 


+  — 2^^ I ?^-  =  0. 

1^  ftfß  _  tN     1^  „  r., ^^         ^' 


cc{a-k)    '     ß{ß~k)    '    YiY-Jc) 

Diese   Gleichung  ergiebt  sich   auch,    wenn  man  Gleichung   1   von  2 
subtrahirt,  bestimmt  also  in  Verbindung  mit  (1)  die  Krümmungscurven. 

§  83. 

Der  allgemeine  Dupinsche  Satz,  dass  sich  3  Systeme  ortho- 
gonaler Flächen  in  Krümmungscurven  schneiden,  der  bereits  §  64a 
bewiesen  ist,  soll  hier  nochmals  aus  anderen  Betrachtungen  abge- 
leitet werden.     Zunächst  muss  folgender  Hülfssatz  bewiesen  werden. 
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Wenn  drei  Flächen  F  =  0  F^  =  0  F^  =  0  in  ihren 
Durchschnittspunkten  normal  auf  einander  stehen,  so 
sind  in  dem  Punkte,  in  welchem  alle  drei  Flächen  sich 
schneiden,  die  Tangenten  der  Durchschnittscurven  zu 
gleicher  Zeit  die  Tangenten  der  Krümmungscurven  oder 
Haupttangenten. 

Die  beiden  Flächen  F  und  F^  mögen  sich 
in  der  Curve  1,  Fig.  27,  die  beiden  F^  und  F^ 
in  der  Curve  2,  und  F^  und  F  in  der  Curve  3 
schneiden  Behalten  wir  die  in  §  40  ange- 
gebenen Bezeichnungen  für  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten von  F  bei,  und  bezeichnen  die 
entsprechenden  Ableitungen  der  Functionen  F^ 
und  F2  durch  die  entsprechenden  Buchstaben 
mit  dem   Index  1   resp.  2,   so   haben   wir  folgende  drei  Gleichungen: 

(1)  damit  F  ±F,:       P  ■  P, -{- Q  -  Q,  +  R   ■  li,  =  0 

(2)  damit  F,  ±  F^:       P,  •  P,  +  Qi  •  Q, -}- R,  •  B,  =  0 

(3)  damit  F^±F:      P,  ■  P  -\- Q,  •  Q  -\- R,  •  R  =  0. 

Die  Gleichung  (1)  findet  nun  nicht   bloss  in  einem  bestimmten 
Punkte,    sondern  entlang  der  ganzen  Curve  1  statt.     Wir  dürfen  sie 
daher  differentiiren,  und  erhalten  dadurch  folgende  Gleichung 
(4)  P'dP,  -\-Q-dQ^  +  R'dR,  +  P,  •  dP+Q^  •  dQ  -f  R,  •  dR  =  0, 
in  welcher  Gleichung 

dP=  Ldx  +  N'dij  +  M'dz,      dQ  =  K dx  -f  Mdy  +  L'dz, 
dR  =  M'dx  -\-  L'dy  -\-  Ndz 

ist  und  ähnliche  Werthe  für  dP^^  dQ^,  dRy  gelten.  Die  Differentiale 
der  Coordinaten,  welche  hier  vorkommen,  haben  folgende  Eigen- 
schaft: Bezeichnet  man  das  Curvenelement  von  1  mit  ds,  so  ist  die 
Gleichung  der  Tangente  von  1  in  irgend  einem  Punkte 

I  —  oe  ^^  n  —  y  ,=  l^'iif  . 

dx  dy  dz     ' 

ds  ds  ds 

die  Normale  der  Fläche  F.,  ist  ferner  —j-, —  =  „  =  „  .  Im 
Punkte   0  sind  beide   Geraden  identisch.     Bezeichnet    man    also   die 


■j/Pg^  -j-  Q^  -\-  R^  durch  h^,  so  hat  man  für  Punkt  0  die  Gleichungen 

dx        Pj      dy Q-i     di 

ds        Ji^'    ds        h^'   dt 
die  ersten  drei  Gleider 


-^  =  —  ,  -^  =  jr ,   j~-  =  r-    Demnach  werden  in  der  Gleichung  (4) 
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P  -  dPi  -\-  Q  '  dQ^  -{-  R  '  dBi  ==  P  m  -  dx  -{-  iV/-  dy  +  Jf/-  dz} 
+  Q  [N^'dx  +  M,dy  +  L^dz]  +  i?  { Jf/^a;  +  L.'dy  +  iV^iJ^} 

=  |^{P,  {PA  +QN;  +  PJf/}  +  ^,  {pn,'+qm,-j-rl:} 

+  b,{pm:-\-ql,'  +  rn,}} 

=  1  {L,PP,  +  M,QQ,  +  iV.PP^  +  A'  (^2^  +  ^2Ö) 

+  J^i'  (Ü^P  +  ^2-R)  +  -Ä^i'  (P2Q  +  Q2P) ]  • 
Setzen  wir  daher 

L,PP,  +  M,QQ,  +  ....  +  i^i'(A^  +Ö2P)  =  U, 
und  analog 

und 

L,PP,  +  M,^^,  +  ..••  +  N',{P,Q  +  Ö,P)  =  CT,, 

so  wird  zunächst  die  Gleichung  (4)  v^  •  t^i  +  y-*  ?7=0;  denn  in  Be- 
ziehung auf  F^  sind  die  ersten  drei  Glieder  von  den  letzten  dreien 
nicht  verschieden.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man  durch  die 
Differentialen  der  beiden  andern  Gleichungen,  wobei  nur  zu  merken 
ist,  dass  die  Differentialgleichungen  zwar  noch  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung der  entsprechenden  Durch  Schnitts  cur  ve  gelten,  die  resul- 
tirenden  Gleichungen  in  U,  ü^,  U2  aber  nur  für  den  Punkt  0,  weil 
nur  für  diesen  Punkt  die  zu  ihrer  Ableitung  nothwendige  Beziehung 
besteht,  dass  die  Tangente  an  die  Durchschnittscurve  zweier  der 
gegebenen  Flächen  Normale  zu  der  dritten  Fläche  ist.  Lassen  wir 
daher  in  den  resultirenden  Gleichungen  die  gemeinschaftlichen  Pac- 
toren  weg,  so  erhalten  wir  für  den  Punkt  0  folgende  Gleichungen: 
f/j  -|-  C/^  =  0,  U^  -{-  U^  =  0,  U-\-  U^  =  0.  Diese  ergeben  als  Summe 
TJ  -\-  U^  -{-  U^  ==  0  und  folglich,  wenn  man  jetzt  von  dieser  Summe 
jede  der  vorigen  drei  Gleichungen  subtrahirt:  U=0,   11^  =  0,   U^  =  0. 

Die  Gleichung  U=0  oder  U  •  |^  oder  P,'dP-\- Q.-dQ -}- R,-dR  =  0, 

ferner  die  Gleichung  (1)  nämlich  P^  •  P  +  ^1  •  ^  -f-  P^  •  P  =  0  und 
folgende  Gleichung,  welche  angiebt,  dass  im  Punkte  0  die  Tangente 
an  die  Curve  1  normal  steht  auf  der  Normale  der  Fläche  F^  =  0, 
nämlich  P^  ■  dx  -\-  P^^  •  dy  -\-  R^  •  dz  =  0 ,  diese  drei  Gleichungen  er- 
geben, wenn  man  die  Quotienten  Pj  Q^  R^  eliminirt: 

P    Q     R 

dP  dQ  dR     =0 

dx   dy    dz 

für  Punlit  0.    Diese  Gleichung  ist  gleichzeitig  die  für  die  Krümmungs- 
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curve  der  Fläche  F=0,  s.  §  G6,  d.  h.  sie  giebt  die  Richtung  der 
Haupttangenten  im  Punkte  0  an.  Man  findet  also:  im  Punkte  0  ist 
die  Tangente  der  Curve  l  zugleich  Haupttangente  der  Fläche  i^  =  0. 
Aehnliches  gilt  auch  für  die  andern  Durchschnittscurven .*) 

§  84. 

Der    Dupinsche    Satz     war:     Wenn    drei    Systeme    sich 
rechtwinklig  schneidender  Flächen  gegeben  sind,  so  ist  der 
Durchschnitt  von  je  zweien  eine  Krümmungscurve  für  beide. 
Er  folgt  leicht  aus  dem  vorigen  Hilfssatze. 

Es  sei  F  =  0,  Fig.  28,  eine  Fläche  des  einen,  F^  =  0  eine  des 
zweiten,  F^  =  0   eine   des   dritten    Systems,    die   sich  überall    recht- 
winklig schneiden  sollen.     Die  Fläche  F  wird 
aber  nicht    nur  von   den   Flächen  F^   und  F2 
rechtwinklig    geschnitten,    sondern    noch    von 

f;  f.;,  f'\  jPg",  f;"  f;"  u.  s.  w.  bis  ins 

Unendliche,  welche  paarweis  sich  wieder  selbst 
rechtwinklig    schneiden.      Nennen    wir    daher 
den    Punkt    {F,    F^,   F^)  =  0'    den     Punkt 
^ocfo"  -'  (F,Fi,  F^')  =  0"  u.  s.  w.,  so  sind  diese  Punkte, 

welche  wir  als  auf  einander  folgende  Punkte  betrachten  dürfen,  alles 
Punkte  wie  0,  d.  h.  in  ihnen  ist  die  Tangente  an  ihre  Curve  Haupt- 
tangente an  die  betreffenden  Flächen.  Die  Punkte  0,  0' ,  0"  .  . . 
liegen  aber  auf  der  Curve  1,  mithin  ist  1  Krümmungscurve  für  die 
beiden  Flächen  jP  =  0  und  jP^  =  0,  deren  Durchschnitt  sie  ist, 
und  so  ist  es   mit   allen   andern  Durchschnittscurven. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  (§  77)  bewiesene  Satz  als  specieller 
Fall,  dass  nämlich  die  Durchschnitte  eines  Ellipsoids  mit  den  confo- 
calen  Flächen  oder  überhaupt  die  Durchschnittscurven  der  con- 
focalen  Flächen  Krümmungscurven  sind.  Denn  durch  jeden 
Punkt  im  Räume  lassen  sich  drei  Systeme  confocaler  Flächen  legen 
(§  81),  und  diese  schneiden  sich  rechtwinklig  (§  80). 

§  85. 
Als   Schluss  der   Lehre  von  den   Krümmungscurven   wollen   wir 
noch  einen  Beweis   für  den  (in  §  G3)  angeführten  Gaussschen  Satz 
geben,  nämlich  für  den  Satz: 


*)  Uebrigeus   ist  leicht  ersichtlich,    dass  der  §  64a  gegebene  Beweis  des 
Dupinschen  Satzes  auch  den  angeführten  Satz  beweist. 
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Der  Quotient  -,  wenn  6   oder    s   die   dort    festgesetzten    Bedeu- 
tungen haben,  ist  gleich  dem  reciproken  Werth  des  Products  9x'P2' 
Nehmen     wir     ein     unendlich     kleines     krummliniges     Viereck 
Sq  =ÄBDC  auf  einer  gegebenen  Fläche  an,  Fig.  29,  dessen  gegen- 
j,.    gg  überliegende  Seiten  Bogen   von   Krümmungscurven 

seien,    und   ziehen    die   Normalen  in   dreien   seiner 
Eckpunkte;   die  Normale  in  A,  welche   von   der  in 
B  im  Punkte  a  geschnitten  wird,  und  die  Normale 
in  0,  welche  die   von   A   im  Punkte  ß   schneidet; 
setzen  wir  ferner  das  auf  einer  Kugel  vom  Radius  1 
durch  parallele  Normalen  bestimmte   ebenfalls   un- 
endlich kleine  Viereck  abdc  =  (Jq,  dessen  Normalen 
sich  im  Mittelpunkte  M  der  Kugel  schneiden,   so 
ist  zunächst  <^  CAB  =  cdh  =  JR.     Wir  können 
folglich    beide   Vierecke    wegen    ihrer   verschwindenden  Kleinheit   als 
Rechtecke  ansehen  und  so  ist  mithin  der  Inhalt  von  s^^  ==  AC  •  AB, 
der  von  6^  =  ac  ■  ah.     Nun  ist 

AB  =  .  a  '  (Aa,  Ba)  ==  Aa  •  {aM,  hM)  =  Aa  •  —^  =  Aa  •  ah 

und  AC  =  Aß  •  (Aß,  Cß)  ==  Aß  •  ac,  wo  unter  (Aa,  Ba)  u.  s,  w. 
der  Winkel  dieser  Linien  zu  verstehen  ist.  Aa  und  Aß  sind  aber  die 
Hauptkrümmungsradien  für  Punkt  A  der  gegebenen  Fläche:  Aa  =  Qi, 

Aß  =  p..;   mithin  wird  —  = t = .  —    Nehmen    wir 

nun  ein  beliebiges  Oberflächenelement  ö,  so  können  wir  es  uns  immer 
durch  die  Krümmungscurven  der  Fläche  in  unzählig  viele  gegen  das 
Element  (?  selbst  unendlich  kleine  solche  Rechtecke  zerlegen  wie  6^ 
ist;  für  jedes  solche  Viereck  6^  gilt  der  Satz  wie  bewiesen  ist.     Die 

Grösse ist  nun  zwar  nicht  dieselbe  für  alle  die  (?„;  da  aber  die 

6q  selbst  nur  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  so 
sind  es  ihre  Aenderungen  ebenfalls;  diese  kann  man  somit  vernach- 
lässigen, und  der  Satz  gilt  allgemein  für  ein  Element  von  beliebiger 
Grösse. 


9.  Die  Theorie  der  kürzesten  (geodätischen)  Linien  auf  den  Flächen. 

§  86. 
Lehrsatz.      Die    kürzeste    Linie    zwischen    je    zwei    gege- 
benen Punkten  einer  Fläche  hat  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Schmiegungsebene  durch   die  Normale   der  Fläche   geht,  in 

JOACHiMSTHAii,  Anwendung  d.  T)ifferenti»lreohn.    2.  Aufl.  11 
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jedem  Punkte  der  Linie,  oder,  was  absolut  dasselbe  ist,  dass  der 
Krümmungsradius  zugleich  eine  Normale  der  Fläche  ist. 

Beweis.  Auf  der  Fläche  F  {x,  y,  0)  =  0  seien  zwei  Punkte  (1) 
=  (a,  &,  c),  (3)  ==  (a,  h',  c',)  gegeben.  Es  handle  sich  zunächst  darum, 
einen  Punkt  {2)  =  {x,y,z)  auf  der  Fläche  zu  finden,  so  dass  die 
Summe  der  beiden  Sehnen  (1,  2)  +  (2,  3)  ein  Minimum  werde. 
Wir  haben  also,  wenn  wir  die  erste  Sehne  u,  die  zweite  u'  nennen, 
den  Ausdruck  u  -{-  11    zum  Minimum  zu  machen,  und  zwar  ist 

u^=(^jc-ay-{-{y-hy-\-(j3-cy,  ti'^  =  (a' -xy+{b' -yf  +  {c  —^y, 

woriu  noch  x,  y,  z  der  Gleichung  F  {x,  y,  z)  =  0  genügen.     Dies  ist 

somit  eine  Aufgabe  des  sogenannten  relativen  Minimums.  (Vgl.  §  48.) 

Wir  haben  also   die   Summe  u  -}-  u  -{-  ^F  iia,ch-x,y,  z  partiell 

zu  differentiiren  und  die  Differentialquotienten  gleich  Null  zu  setzen: 

u  u  ^ '         u  u  ' 

,    R  =  -^  zu  setzen  ist.     Diese   Gleichungen 

ergeben  zusammen  mit  der  Gleichung  F  (x,  y,  z)  =  0  die  Werthe 
für  l,x,y,z.  Die  Aufgabe  ist  uns  aber  nur  wichtig  in  dem  Grenz- 
falle, dass  die  Punkte  (a,  h,  c)  und  («',  h',  c)  unendlich  nahe  an  ein- 
ander liegen.     Setzen  wir  x  —  a  =  zlx,  so  ist  -—    bekanntlich    der 

Cosinus  des  Winkels,  den  die  Sehne  u  mit  der  Axe  der  x  macht. 
Rücken  (1)  und  (2)  einander  unendlich  nahe,   so  geht  der  Bruch  in 

,     über,  denn  die  Sehne  wird  zur  Tangente;  die  Sehne  u    wird  als- 
dann zur  nächsten  Tangente,  deren  Winkel   mit  der  x-Kxq  folglich 

den  Cosinus  -3 — [-  d -3-  hat:    dies  ist  die  Grenze  von  , —      Somit 

ds    ^        ds  u 

.    1   ,.      fd  —  X        X — a\        (dx    ,     -,dx\        dx      ,       -,  dx        ^ -n    -mt 

wird  lim  I -, )  =  K — \-  d  , 3-  oder  rf  -—  =  XF.   Man 

\     tt  u    /        \ds     '        ds)         ds  ds 

erhält  also  jetzt  folgende  drei  Gleichungen: 

dp  =  k-'P,   di^  =  k'Q,  fZ^  =  A.E. 
ds  '       ds  ^'       ds 

Nehmen  wir  s  als   unabhängige  Veränderliche,"  also  ds  als   constant 

an  und  dividiren  diese  Gleichungen  durch  ds,  so  werden  sie: 

d^x  -n       d^y  ^        d'^z  ^ 

ds^=^'^'      ^.  =  ^-^,      ^^,  =^-J?, 

wenn  der  constante  Bruch  ~  =  ^  gesetzt  wird.  Diese  drei  Glei- 
chungen aber  enthalten  unsern  Lehrsatz:  die  linken  Seiten  unserer 
Gleichungen  sind  proportional  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  der 
Krümmungshalbmesser,  die  rechten  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
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Normale  der  Fläche  mit  den  drei  Axen  bildet;  also  fällt  der  Krüm- 
mungshalbmesser längs  der  ganzen  Ausdehnung  der  kürzesten  Linie 
zusammen  mit  der  entsprechenden  Normale  der  Fläche. 

§  87. 

Aufgabe.     Die    Gleichungen    de:r  kürzesten    Linie   herzu- 
leiten. 

Schreiben  wir  die  drei  Endgleichungen  des  vorigen  Paragraphen 
so,  dass  die  unabhängige  Veränderliche  unbestimmt  bleibt,  so  gehen 
sie  über  in  folgendes  System: 
...dsd^x — dxd^s  -r,    dsd^y-^dy  d^s  ^    dsd^z — dzd^s  -p, 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  aber  noch  die  Grösse  ft.  Eli- 
minirt  man  diese,  so  erhält  man  nur  noch  zwei  Gleichungen,  welche 
sich  aber  wiederum  auf  eine  reduciren,  indem  von  jenen  drei  Glei- 
chungen aus  zweien  immer  die  dritte  folgt.  Dies  sieht  man  daraus, 
dass  man  aus  ihnen  eine  identische  Gleichung  ableiten  kann,  und 
zwar,  indem  man  sie  der  Reihe  nach  mit  dx,  dy,  ds  multiplicirt  und 
die  Producte  addirt.  Dann  erhält  man  links,  weil 
dx  d^x  -\-  dy  d^y  -\-  dz  d^z  ==ds  •  d^s  und  (dx)^  -\-  (dyY  -f  (dzf  =  {dsf 

d ^  •  d ^  '  d  s (ds\    *  d^ ^  * 

ist: -5-2 f  und  das  ist  Null.  Rechts  erhält  man  ft  mul- 
tiplicirt mit  der  Summe  P  -  dx  -}-  Q  •  dy  -{-  M  ■  dz ,  und  diese  ist  auch 
Null.  Alle  drei  Gleichungen  vertreten  somit  nur  die  Stelle  von  einer, 
und  diese  kann  man,  indem  man  jene  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  dy  d^z  —  dz  d^y ,  dz  d^x  —  dx  d^^z ,  dx  d^y  —  dy  d^x  multiplicirt, 
und  alsdann  addirt,  folgendermassen  schreiben: 

0  =  P  {dy  d^z. —  dz  d^y)  -\-  Q  (dz  d^x  — •  dx  d^z)  -f-  R  {dx  d^y  —  dy  d^x). 

Diese  Gleichung  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  in  §  86  be- 
wiesenen Lehrsatze,  dass  die  Schmiegungsebene  in  jedem  Punkte  der 
Curve  durch  die  Normale  der  Fläche  geht.  Denn  die  Gleichung  der 
Schmiegungsebene  lautet 

(I  —  x)  {dy  d^z  —  dz  d^y)  -\-  {r]  —  y)  {dz  d?x  —  dx  d^z) 
+  (S  —  ^)  {dx  d^y  —  dy  d^x)  =  0 , 
und  die  der  Normale 

^  —  ■'«  ^^  V  —  y  ^^  t  —  z 

P  Q  B     ' 

Wir  können  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  auch  in  der 
Form  der  Determinanten  schreiben: 

11* 
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dx     (Px 

P 

dy    d^y 

Q 

=  0 

dz     d^z 

R 

Dann  wird  sie  ähnlich  der  Gleichung  der  Krümmungscurven: 

dx     P     dP 
dy     Q     dQ 


dz     B     dR 


=  0. 


Die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  enthält  x,  y,  dx,  dy,  cPx,  d^y, 
weil  man  z  und  seine  Differentialquotienten  mittelst  der  Gleichung 
der  Fläche  zu  eliminiren  hat.  Sieht  man  x  als  unabhängige  Variable 
an,  so  ist  folglich  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  eine  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung,  und  hat  als  solche  zwei  Constanten. 
Daraus  folgt,  dass  man  auf  der  Fläche  zwischen  zwei  beliebigen 
Funkten  immer  eine  kürzeste  Linie  ziehen  kann,  und  dass  von  jedem 
Punkte  der  Fläche  aus  unzählig  viele  kürzeste  Linien  sich  erstrecken. 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  z  =  (p  (x,y)  gegeben, 
so  kann  man  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  so  schreiben: 

dx  (—  cPy  —  qcPz)  +  p  (dy  d^z  —  dz  d^y)  =  0 

oder  geordnet 

d^y  (dx  +  pdz)  -\-  d'^z  [qdx  —  pdy)  =  0 . 

Hierin  hat  man  noch  aus  der  Gleichung  der  Fläche 

dz  =pdx  +  üdy,     d^z  =  dp  dx  -\-  dq  dy  -\-  qd^y 
dp  =  rdx  -f-  sdy,    dq  =  sdx  -f-  tdy 

einzusetzen. 

§88. 

Geometrischer  Beweis  des  Lehrsatzes  in  §  86.  In  §  75  haben 
wir  bereits  bewiesen,  dass  auf  jeder  abwickelbaren  Fläche  die  Krüm- 
mungsebene der  kürzesten  Linie  die  Normale  enthält,  und  dass  dies 
die  unmittelbare  Folge  der  Eigenschaft  war,  dass,  wenn  die  Fläche 
in  die  Ebene  gewickelt  wird,  aus  der  kürzesten  Linie  eine  gerade 
werden  muss.  Nun  lässt  sich  aber  durch  jede  Curve  auf  einer  Fläche, 
also  auch  durch  die  kürzeste  Linie  eine  abwickelbare  Fläche  legen, 
welche  die  gegebene  Fläche  berührt.  Die  Erzeugungslinien  derselben 
sind  dann  die  conjugirten  Tangenten  derjenigen  der  kürzesten  Linie. 
Da  nun  die  ersteren  wie  alle  Tangenten  als  Sehnen  anzusehen 
sind,  die  mit  der  gegebenen  Fläche   einen   zweiten   unendlich  nahen 
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^^^-  ^^*-  Punkt  ffemein  haben 

(siehe  Fig.  29  a),  wo 
Äcde  '  B     Punkte 
•^  '  der  kürzesten  Linie, 

Cj  dl  ßi  solche  auf  der  gegebenen  und  der  abwickelbaren  Fläche 
sind,  so  ist  Äcd-B  kleiner  als  ÄCi  d^  •  B,  mithin  auch  kleiner  als  die 
ihr  zunächst  liegenden  Curven  auf  der  abwickelbaren  «Fläche,  also 
auch  eine  kürzeste  Linie  auf  der  letzteren,  hat  also  die  angeführte 
Eigenschaft. 

§  89. 
(Beweis  desselben  Satzes  durch  Variationsrechnung.)  x,  y,  z 
seien  gegeben  als  Funktionen  einer  vierten  Grösse  ^,  durch  deren 
Elimination  man  die  Gleichung  der  Fläche  F  {x,  y,  ^)  =  0  er- 
halten muss.  Durch  diese  Darstellungsart  hat  man  zugleich  eine 
Curve  auf  der  Fläche  bestimmt.  Die  Länge  derselben  wird  gegeben 
durch  das  Integral 


JVWf+iW+W-^^- 


Nennt  man  den  Werth  des  t,  der  dem  Anfangspunkt  Ä  der  Curve 
entspricht,  a  und  einen  zweiten  Werth  des  t,  der  dem  Punkt  B  der 
Curve  entspricht,  ß,  so  ist  unsre  Aufgabe,  das  Integral 

a 

zum  Minimum  zu  machen. 

Wir  denken  zwischen  den  Punkten  A.  und  B  eine  andere  Curve 
gezogen,  welche  von  der  ersten  sehr  wenig  abweicht,  dann  muss  diese 
neue  Curve  länger  sein  als  die  erste.  Wir  werden  diese  zweite  Curve, 
welche  von  der  ersten  sehr  wenig  abweicht,  finden,  wenn  wir  in  der 
ersten  statt  x,  y,  z  resp.  x  -\-  B'8x^  y  -{-  e-dy,  z  -\-  s-dz  setzen,  wenn 
nämlich  s  eine  sehr  kleine  constante  Grösse  und  dx  öy  dz  ganz 
willkürliche  Funktionen  von  t  sind.  Sie  sind  nur  zwei  Bedingungen 
unterworfen:  erstens  muss  die  neue  Curve  ebenfalls  durch  A  und  B 
gehen,  d.  h.  dx,  dy,  dz  müssen  einzeln  Null  sein  für  t  ==  a  und  für 
t  =  ß .  Zweitens  muss  die  neue  Curve  auch  auf  der  Fläche  liegen, 
d.  h.  es  muss  also  F  (x  -\-  sdx ,  y  -\-  sÖy ,  z  -\-  sdz)  =  0  sein.  Dem- 
nach muss  auch  die  Gleichung  bestehen: 

-^-  {F{x-^  £dx,    y-j-sdy,    s -{-  söz)  —  F {x,  y ,  z)}  =  0,  . 

und  zwar  muss  sie  für  jeden  Werth  von  e  bestehen.  Entwickelt 
man    daher   die    Klammergrösse    vermittelst    des    Taylorschen    Lehr- 
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Satzes  nach  Potenzen  der  Incremente  s-dx,  s-dij,  s-dz,  führt  dann 
die  Division  mit  f  aus,  und  setzt  s  gleich  Null,  so  hat  man  noch 
folgende  Bedingungsgleichung  für  die  Grössen  dx,  öij,  dz: 

P-dx-\-  Q-dij  -\-  R-dz  =  0. 
Mit  Beobachtung  dieser  Gleichungen  muss  also  sein: 


jätYi 


dt  /    ~^  \  dt  /    ~r-  \  dt  I 


> 


j'^'Vm'+iw+m 


Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn  links,  nachdem  man  nach  s  ent- 
wickelt hat,  das  mit  s  multiplicirte  Glied  Null,  das  mit  e^  multipli- 
cirte  positiv  ist.     Es  ist  nun 

-l//dx-^s-d8xY    ,    Idy  +  s-dSyY    ,    (dz -\- s  ■  dS'zY 

V \     dt     )  +\     dt     /  + 1     dt  -^j 

-^/idxY    I    (äyV    1    (dzy    .    ^    idx    ddx    .    dy    ddy    .    dz     ddz \ 

~  V  \dil     '    \dt)     '    \dt)   "*"  ^^\dt  '  dt    '^  dt'   dt  '^  dt'   dt  j  "T"--' 

dx    dSx    ,    dy    dSy    ,    dz   dös 
J —  -\- 


_-\/(dxY    ,    (dyy    ,    (dzy    I        dt^dt^   'dt     dt     '    dt     dt     . 
~  V  \dtl    "•    Kdt)    +  Ut)    "T"  ^      -x/'ldxV     ' (dyV    ,    (dzV       "^  ■ 

Wir  haben  demnach  das  Integral  des  Coefficienten  von  «: 


/ 


dx    ddx        dy     ddy        dz     ddz 

'dt  '    dt    "^  M  '  ~dT  "*"  'dt  '  IJ     , ,         ^ 

'  dt  =  0 


1/lf)' +  §)'  +  §) 

a 

ZU  setzen.     Da  nun 


ds 
'dt 


ist,  so  können  wir  diese  Gleichung  so  schreiben: 

\dx     dSx  j^dy     ddy    ^^  dz     ddz\T,  ^ 

\'ds'  TT  "f"  'ds'IÜ"^  'ds'lir]^ 

Zerlegen  wir  diese  Summe,  so  haben  wir  zunächst 

r  dx 

J     d' 


I 


ß 

(*  dx    ddx     -,, 


Dieses    Integral    können    wir    durch   theilweise    Integration    auf 
folgende  Form  bringen: 
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/^ 

j,  [dsj    -,, 

>  X TT —  dt . 

dt 

a 

Das    vom   Integralzeichen    freie    Glied   ist  aber  Null,    weil   dx  =  0; 
wenn   t  =  „  ist.     Demnach  wird  unsre  vorige  Gleichung: 


•|    dm         dm  dm  \ 


dt  '       '^         dt  '  dt 

worin  man  wiederum  dt  als  gemeinschaftlichen  Factor  herausnehmen 
kann.  Wären  nun  dx  dy  dz  ganz  willkürlich,  so  könnte  dieses 
Integral  nur  dann  Null  sein,  wenn  der  Factor,  mit  welchem  dt  mul- 
tiplicirt  ist,  Null  wäre.  Es  besteht  aber,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  die  Gleichung  V  •  8x  -\-  Q  -  8y  -\-  H  •  8z  =  ^.  Demnach  kann 
das  Integral  nur  dadurch  Null  werden,  dass  die  Coefficienten  der 
Grössen  dx,  8y ,  dz  proportional  sind  den  Quotienten  P,  Q,  R]  d.  h. 
dass  man  die  Gleichungen 

ä(p)  äim  am 

hat,  welche  man  auch  so  schreiben  kann: 

d^x  .     dt      -p     d^y .      dt     ^      d'^z 3      ^*      7? 

'ds^  "  ^  "dl  ' -^^    ds''~  ^'dJ'  ^\  ds^  ~  ^  '  ds  '  ^' 

Eliminirt  man  hieraus  X  •  -j— t   so   erhält  man   nur  zwei  Gleichungen, 

(l  s 

welche   sich   wiederum  auf  eine  reduciren   lassen.     Denn  multiplicirt 

fj  Of*        (In       (ä  z 

man  unsre  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  ^— ,  -^ ,  -r- ,  so  er- 

Cvo        et  S        Cv  s 

giebt  sich  identisch  0  =  0.  Also  vertreten  diese  drei  Gleichungen 
nur  die  Stelle  von  einer,  und  diese  ist  dieselbe,  wie  die,  welche  wir 
oben  für  die  kürzesten  Linien  gefunden  haben. 


Ganz  nach  denselben  Principien  löst  man  folgende  Aufgabe,  siehe  Fig.  30, 
welche  in  dasselbe  Gebiet  gehört:  Wenn  irgend  eine  beliebige  Be- 
grenzung gegeben  ist,  dieFläche  durchzulegen,  welche  denkleinsten 
Flächeninhalt  hat  [Lagrange,  miscellanea  Taurinensia].  Wir  können  sie 
daher  kurz  ausführen.  Lassen  wir  zunächst  die  Grenzen,  welche  sich  nach  der 
gegebenen  Curve  richten,  unbestimmt,  so  ist  unsre  Aufgabe:  den  Ausdruck 
ff  Vi  -\-  p'^  -{-  q^  dx  dy  zum  Minimum  zu  machen.  Wir  setzen  daher  statt  z 
z  -j-  s  •  02,  indem  wir  statt  der  gesuchten  Fläche  eine  neue  bestimmen,  welche 

aber    der    ersten   sehr   nahe    ist.     Dadurch    wird   p   zu  p  -\-  s  ■  -T=r-^   und  q  zu 
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o  4-  £  •  ^  .     Also  geht  yi  +  p'  4-  2*  über  in 

dy 


Fig.  30. 


|/,+,.  +  ,.  +  ..(,.^  +  ,.^)  + 


oder  in 


P 


Vi+P'-^  q'  +  f 


dSz 

dx 


+  2 


dSz 
dy 


|/1  _|_  p2  ^  S'-* 


+ 


Setzen  wir  daher  V 1  +  p  *  +  2'''  =  ^^^  so  muss 

3a; 


■'    ./A-J 


+ 


d8z\ 


sein,  und  zwar  innerhalb  derselben  Grenzen,  für  welche 
ffW  dx  dy  ein  Minimum  sein  soll.     Es  ist  nun 


tJ        W  W  ^/  dx 


dx 


immer  innerhalb  derselben  Grenzen.     An  diesen  Grenzen  ist  8z  Null,  also  haben 
wir  die  Gleichung 


rr  «1^      ff  ^i- 


dx  dy  =  0 


oder 


-//.. 


dx 


+ 


'^ 


dx  dy  ==  0 . 


Im  übrigen  Verlauf  der  Fläche  (mit  Ausnahme   der  Grenzen)  ist  aber   8z   ganz 
beliebig;  also  muss 

d^        d-^ 

dx  dy 

sein.     Die  Flächen,  welche  dieser  Gleichung  genügen,   lösen  die  Aufgabe.     Um 
die  Gleichung  zu  interpretiren ,  führen  wir  die  Differentiation  aus.     Es  ist 

pr  4"  g.s 


^  W 

dx 


Wr  —  p 


W 


r  -f-  P^T  -\-  q^r  —  p^r  —  pqs r(l  4"  9^)  — PQS 


Also  wird  unsre  Gleichung,  wenn  wir  sie  mit  W^  multipliciren : 

r(l  +  q')  -  2pqs  +  i(l  +  p')  =  0, 
d.  h.   bei  den  Flächen,  welche  diese  Aufgabe  lösen,  ist  (§  50)   die  Summe   der 
Hauptkrümmungshalbmesser  =  0,  oder  die  Hauptkrümmungen  gleich   und  ent- 
gegengesetzt. 

Ein  interessantes  Beispiel  hierzu  ist  folgendes:  Zwei  Kreise  liegen  einander 
parallel  so,  siehe  Fig.  31,  dass  ihre  Mittelpunkte  normal  übereinander  sind. 
Welches  ist  die  kleinste  Fläche,  die  man  durch  beide  hindurchlegen  kann?  Zu- 
nächst ist  so  viel  klai*,  dass  es  jedenfalls  eine  Umdrehungsfläche  sein  wird.     Denn 
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Fig.  31. 


zieht  man  in  beiden  Kreisen  zwei  Paar  paralleler  Radien,  und  an  einer  beliebigen 
andern  Stelle  der  Peripherie  ebenfalls  zwei  Paar,  welche  denselben  Winkel  ein- 
fassen, so  müssen  die  Streifen  der  gesuchten 
Fläche,  welche  durch  die  Ebenen  ausgeschnitten 
werden,  die  man  durch  je  zwei  parallele  Radien 
hindurchlegt,  einander  gleich  sein.  Wäre  der  eine 
grösser  als  der  andere,  so  könnte  man,  um  an 
jener  Stelle  ein  Minimum  in  dem  verlangten  Sinne 
herzustellen,  wenigstens  den  andern  Streifen  an 
seine  Stelle  setzen.  Wir  können  folglich  die 
Gleichung  der  gesuchten  Fläche  in  folgender 
Form   schreiben:  z  =  f{^),    ^^  =  a;^  -f"  y^.    Dann 

ist  p  =  f-  J ,  2  =  /"•  -f ,  also  w  =  yr+7'2. 


f 
Setzen   wir   noch  der  Kürze   halber    -r — ^7?  =  ^» 

g-  W 

so     wird     unsre     partielle     Differentialgleichung 

folgende : 

*|X)         a|^_  ^  „a„  ,L+  (J^  +  ,|i)t^  =.0  oder  2X  +  ||f  =  0 

ox       '       dy  ^    \   dx   ^   ''dy/dx  '      d| 

oder  2"  +  -j-  =  0-     Integrirt  giebt  diese  Gleichung  2,1^  -\-  IL  -\-  const  =  0 


oder  in  den  Numeris  g'^  ■  L  =  a  A..  i. 


ir 


=  =  a  oder  ^f"^  =  a'^  -j-  a^f''  d.  i. 


dz  a 


«'(I)  =  -  +  -(.")- 

und  durch  Integration 

J   Vi'-  a'  b 

wo  —  a  •  Ih  die  willkürliche   Constante  ist.     Setzt  man   statt  b   aber  a  •  e«,   so 
wird  unsre  Gleichung 


2  =  a  ■  l 
oder  in  der  exponentiellen  Gestalt 


a  •  e" 


a-e"         =  ^  4-  -/gä  _  a\ 


Daraus  folgt  sogleich 


_a^(^-y^^-a^) 


+  «       i  +  Vi'-a'         i^-i'  +  a' 


oder  a ■  e 


=i-Vi' 


Mithin  wird 


1  = 
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dies  ist   aber  die  Gleichung  der  Kettonlinie.     Die   kleinste  Fläche  also,   welche 
die  angegebene  Begrenzung  hat,  ist  entstanden  durch  Rotation  einer  Kettenlinie. 
Die  Integrationsconstanten   a  und    a   bestimmen   sich  durch  die  Entfernung 
der  beiden  Kreise  und  ihre  Radien. 

§  90. 
Excurs.     Die  kürzesten  Linien  finden  eine    häufige  Anwendung 
in  der  Mechanik.    Wir  wollen  davon  zwei  wichtige  Beispiele  anführen. 

1)  Wenn  ein  Punkt  auf  einer  Fläche  F{x,  y,  £)  =0  sich  be- 
wegt, und  die  Kräfte,  welche  dies  bewirken,  mit  X,  Y,  Z  bezeichnet 
werden,  so  sind  bekanntlich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
folgende; 

Wirken  aber  auf  den  Punkt  ausser  einem  ersten  Impulse  gar  keine 
Kräfte,  so  sind  X,  F,  Z  einzeln  gleich  Null,  und  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegungen  sind  jetzt  folgende: 

in  den  Bezeichnungen  des  8  40.    A  ist  das,  was  vorhin  —  war.     Mul- 

'2  d  X     2  dv      2  dz 
tiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  —jj-,  "JTi  ~jr 

und    addirt  sie   alsdann,    so   kommt  rechts   0,    links   das   Differential 

ds^ 
von  -T-j  heraus.     Man  hat  also  durch  Integration  ds  =  a  '  dt,   wo  a 
et  t 

die   Constante.     Hiernach   können    wir    dt    eliminiren,    und   erhalten 

l 
dadurch,  wenn  wir  -^  =  ii  setzen: 

d^x  -r,     d^y  r\     d'^^  -n 

-1^  =  ^-^'    d^  =  C-^^    ds^-^-^- 

Dies  sind  aber  die  Gleichungen  der  kürzesten  Linie.  Also  haben 
wir  den  Lehrsatz: 

Wenn  ein  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  Fläche  zu  be- 
wegen, und  keine  beschleunigenden  Kräfte  auf  ihn  einwirken,  so 
beschreibt  er  eine  kürzeste  Linie. 

2)  Ein  zweiter  Fall  ist  folgender:  Wenn  ein  Faden  auf  einer 
Fläche  gespannt  wird,  und  auf  den  Faden  weiter  keine  Kräfte  wirken, 
also  auch  von  seiner  Schwere  abstrahirt  wird,  so  nimmt  der  Faden 
die  Gestalt  der  kürzesten  Linie  an.  Denn,  bezeichnet  T  die  Spannung, 
so  bleibt  das  Element  im  Gleichgewicht  durch  folgende  Kräfte: 

Xds-\-  T'^  —  I^T^  +  di^T  ^))  oder  Xds  —  d  (t  ^|) 
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und  zwei  analoge  für  die  anderen  Componenten.  Dazu  kommt  der 
Widerstand  der  Fläche  in  der  Richtung  der  x-Axe:  -\-  kF' {x)ds 
oder  -f-  A  •  Fds.  Fürs  Gleichgewicht  muss  nun  die  Summe  aller 
Componenten  in  einer  Richtung  Null  sein;  man  hat  also 

Xds  —  d(T  ^Jl)  +  AP^s  =  0,     Yds  —  d{T^)-^  IQds  =  0, 

Zds  —  d{T  -^  +  IRds  =  0. 

Sind  die  Kräfte  X,  Y,  Z  =  0,  so  haben  wir: 

dhp^  4t^)  diT^^) 

ds  '  ds  ^'  ds 

oder  durch  Ausführung  der  Differentiation 

dl[dx.j,d^^^p     dT^dji.j,d^^^.g      dT  dz    .    rpd^z^^     j. 
ds   dt    '         ds^  '     ds   ds'         ds^  ^'     ds  ds~^       ds^ 

Multipliciren     wir     diese     drei     Gleichungen    der     Reihe     nach     mit 

-1-,  ^,  -r-  und  addiren,  so  entsteht:  ,-l  +  T'0  =  A-0,  oder 
ds  ^   ds  ^   ds  '  (Zs  '  ' 

dT 

-j—  =  0,  also  T  =  a.    Setzen  wir  diesen  Werth  in  drei  Gleichungen 

ein,  so  werden  sie  wiederum  zu  den  Gleichungen  der  kürzesten  Linie. 

§91. 

Aufgabe.     Die   kürzesten   Linien    auf    allen  Rotationsflächen  zu 
fiinden. 

Die  Gleichungen  A  des  §  87  lassen  sich  auch  schreiben: 

d^x-[-dxdX  -\-  Pdd-^  =  0, 

ä'y -\- dy  dl -{-  Qd&^  =  0, 

d^0  -^dz  dX-j-  Ed&^  =  0, 


wenn  man 


und  dX  = ;- 


dd-^  =  fids 

Ps 
ds 


setzt. 

Die  allgemeine  Rotationsfläche  hat  die  Gleichungen 

^  =  /•(!),    i'  =  x'  +  f. 

Es  ist  also 

und  unsere  drei  Gleichungen  werden 

d^x-i-dXdx-^dd-^'f'  -^  =  0 
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oder 


d^y  +  dXdy  +  d^''  /' .  |-  =  0 

d'^z-^-dXdz  —  dd-''  =0. 

Aus  den  beiden  ersten  eliminiren  wir  dd^ ,  so  ergiebt  sich 

ijd^x  —  xd^y  -j-  c?A  (ydx  —  xdy)  =  0 

dN  -\-  NdX  =  0 ,     wo     N  =  ydx  —  xdy 

gesetzt  ist;  wegen  des  Werthes  von  dX  ergiebt  sich  hieraus:  -^  =  -j— , 

also  erhalten  wir  durch  Integration 

lg  iV"  =  lg  {vds) ,     N  =  V  ds, 
wo  V  eine  beliebige  Constante  ist,  d.  h. 

ydx  —  xdy  =  v  Ydx^  -\-  dy^  +  dz^ . 
Um  diese  Gleichung  nochmals  zu  integriren,  nehmen  wir  irgend, 
einen  Meridian  zum  nullten  und  nennen  den  Winkel,  den  ein  andrer 
mit  ihm  bildet  u,  so  können  wir  vermöge  der  Gleichung  der  Ro- 
tationsfläche schreiben  x  =  i,  cos  m,  ^  =  ^  sin  m,  z  =  f  (^) .  Danach 
verwandelt  sich  unsere  Gleichung  in  folgende 

-^^du=vydW^^¥dtfM^ä^  oder  dum^~v^l^}=v''d^^l-i-p] 
also  können  wir  die  Variabein  trennen,  und  haben  somit  die  iute- 
grable  Gleichung  gefunden: 

du^"^  l/SZ 

Um  die  Grenzen  ansetzen  zu  können,  wollen  wir  bestimmen,  dass 
für  den  nullten  Meridian,  wo  u  ==  0  ist,  der  Radius  des  Parallel- 
kreises, in  welchem  die  kürzeste  Linie  den  Meridian  trifft,  r^  sei 
und  der  des  Parallelkreises,  in  welchem  sie  den  Meridian,  für  welchen 
u  =  u  ist,  trifft,  r.     Dann  wird  das  Integral 

r 


^J'Wl^. 


Die  Differentialgleichung  —  ^^du  =  vds  hat  einen 
einfachen  geometrischen  Sinn.  Man  denke  sich  zwei 
unendlich  nahe  Meridiane,  siehe  Fig.  32,  deren  Winkel 
also  du  ist,  und  einen  Theil  der  kürzesten  Linie  a&, 
welcher  zwischen  ihnen  liegt.  Ferner  sei  ac  das 
zwischen  ihnen  liegende  Stück  des  Parallelkreises,  der 
durch  a  geht.  Dann  ist  ac  ==  ^  •  du,  ah  =  ds. 
Ferner  im  rechtwinkligen  Dreieck  bac  :  ac  =  ah- cosbac 
=  ab  •  sin  Mab  =  ab  •  sin  i.  Also  wird  |  •  du  =  ds  sin  i 
und  ^^du  =  ^ds  sin  i  und  |  sin  i  =  v,  also  constant. 
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Zeichnet  man  z.  B.  bei  der  Kugel  irgend  zwei  Meridiane  M  und 
M' ,  siehe  Fig.  33,   und   für   sie   die  Radien   |   und   |'    und  bestimmt 
Fig.  33.      die  Winkel  i  und  i' ,   so   hat  man  |  •  sin  i  =  |'  •  sin  i'.     Es 
ist  aber,  wenn  man    die   Stücke    der  Meridiane   vom  Pole 
bis   zu  der  kürzesten  Linie   mit  q)  und  q)'  bezeichnet,   |  = 
a  sin  <p  j  ^  =  a  sin  tp,  wo  a  der  Kugelradius  ist,  man   hat 
somit    folgende    Gleichung:    sin  (p  ■  sin  i  =  sin  qy'  •  sin  i'; 
d.  h.    die    kürzeste    Linie    auf   der    Kugel    ist    so    be- 
schaffen,   dass,    wenn    man    zwei   Punkte    in    ihr   mit  dem 
Pole  verbindet,   die  Sinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  dem 
Meridian   bildet,    sich    verhalten    umgekehrt   wie   die   Sinus 
der  entsprechenden  Poldistanzen.     Das  ist  aber  die  Grund- 
eigenschaft des  grössteu  Kreises  auf  der  Kngel. 
Um   die  kürzeste  Linie   auf  dem  Umdrehungsellipsoid  zu  finden, 
schreiben   wir  die  Gleichung   der  Meridianellipse  in  folgender  Form: 

_        . "    *) ,  also  wird  die  Gleichung  des  EUipsoids  folgende : 
X  ==  a  cos  V  cos  M 
y  =  a  cos  V  sin  u . 

^  =  &  sin  V, 

wo  u   die  obige  Bedeutung  hat.     Dadurch  wird   unsere   Differential- 
gleichung, 

d^  cos'"^  V  •  du  =  V  ya^  sin^  vdv^  -f-  a^  cos^  vdu^  -\-  W  cos^  vdv^ 
also  durch  Quadrirung: 

du^\a'^  cos^  V  —  v^  (j?  cos^  v\  =  v^  dv^ { d^  sin-  v  -\-W-  cos^  v } 
und  folglich 


a  J    cos  V  Y        a 


sin*  «  -(-  &^  cos*  V 


welches  Integral  sich  auf  eins  der  dritten  Gattung  zurückführen  lässt. 

§92. 

Aufgabe.  Die  kürzesten  Linien  auf  jedem  Ellipsoid  zu 
finden  (zuerst  von  Jacobi  gelöst): 

Die  Gleichung  der  kürzesten  Linien  kann  man  in  diesem 
Falle  zunächst  von  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch 
Integration  auf  eine  erster  Ordnung  zurückführen,  indem  man  sie 
mit  dem  Ausdruck  multiplicirt,  welcher  gleich  Null  gesetzt  die  Diffe- 


£2  ^'i 

*)  So  lässt  sich  nämlich  die  Gleichung  jeder  Ellipse  schreiben,  da  — ^  -\-  —^=  1  ist. 


174 


rentialgleichung  der  Krümmungscurven  ist. 
Product  der  beiden  Determinanten: 


Man  erhält  dadurch  das 


Fdx   -\-Qdy    -\-Rdz 


dx     P    dP 

dy     Q     dQ 

dz     R    dP 
dxd^x  +  dyd^y  +  dzd^z    dxP  +dyQ  -{-  dzP 
Pd'x   -\-Qd?y    +Pd?z     P'      -i-Q'      +R' 


dx 

cPx     P 

dy 

d'y    Q 

dz 

d^z     R 

dPdx  +  dQdy^dRdz  dPd^x-\- dQd^y -]- dlld'z  PdP-^QdQ-\- RdR 

Nun  ist  aber 

Pdx-]-  Qdy  +  Rdz^O, 


ferner 


also 


dx^  +  dy""  -]- dz^  =  ds\ 
dx  d^x  +  dy  d^y  -\-  dBd^z  =  ds  d^s . 


Ferner  hat  man 

dPdx  +  dQdy  +  dRdz  +  Pd^x  +  Qdhj  +  Rd^z  =  0, 

also 

Pd^x  +  Qdhj  -\-Rd^z=  —  {dPdx  +  dQdy  +  dRdz) . 

Setzt  man  endlich 

p2  _|_  Q^  _|_  j^2  ==  H\  also  PdP+  QdQ  +  RdR  =  HdH, 
so    lässt    sich    die    Determinante,    die    wir    durch    Multiplication    der 
beiden  gefunden  haben,  und  die  Null  sein  niuss,  weil  jene  Null  sind, 
jetzt  folgendermassen  schreiben,  wenn  wir  durch  Z  die  Summen  von 
je  drei  Gliedern  bezeichnen:  , 

ds^  ds  •  d^s  0 

0         -  U{dP-dx)        m 
2J(dPdx)        U{dP-d^x)     HdH 

-ds^H-dH-2J(dP-dx)-{-H'-i:{dP-d'x)}+dS'd'S'H^-i:(dP-dx)  =  0. 
Streichen  wir  zunächst  noch  den  gemeinschaftlichen  Factor  H  •  ds 
und  dividiren  ausserdem  die  Gleichung  durch  H  •  ds  -  2J(dP '  dx),  so 
wird  die  vorige  Gleichung,  welche  somit  sowohl  für  Krümmungscurven 
als  auch  für  kürzeste  Linien  gilt: 

_dH  _  ZjdP-d^x)    ,    ^ js  _  p, 
H         S{dP.dx)  "1"  ^7  ~ 

Diese  Gleichung  gilt  allgemein  für  alle  Flächen.  Zwei  der  sie 
bildenden  Brüche  sind  genaue  Differentiale;  der  mittlere  wird  es 
auch  für  die  Flächen  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpunkte,  die  in 


=  0 ,  d.  i. 


y 


der  Gleichung  -  +  V  + 


1=0    enthalten    sind.     Denkt    man 
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sich  nämlich  das  Polynom  durch  2  dividirt,  so  wird  sein  Differential- 

X       ,       ,T->       dx 


quotient  partiell  nach  x  oder  P  gleich 

dx-  d^x 

Z{dP-d''x)  ö 


also  dP- 


also  wird  hier 


j^  dy  •  d^y       dz  ■  d'^z 


2{dP-dx) 


dx^       dy^       dz^ 
Hier  ist  der  Zähler  das  genaue  Differential  des  Nenners. 


Setzen  wir 
den  Nenner  ==  X^,  so  wird  der  Zähler  A  •  fZA,  also  der  Bruch  -y ,  und 


wir  haben  somit  folgende  Differentialgleichung 
_  ^ 


dX  j^d^ s  ^ 

T'^'ds  ~ 


Hl 
Diese  lässt  sich  sofort  integriren.     Sie  giebt     ,    =  Const.,  oder  wenn 

man  die  Werthe  von  H  und  A  einsetzt: 

?/*     I     ,2^  ^      dx"^  -\-  dy"^  -\-  di" 


+  27  +  5i  =  «' 


dx^^ 


■    dy'       dz-" 


Diese  Gleichung^  welche  nicht  nur  für  das  Ellipsoid,  sondern  für 
alle  drei  Flächen  mit  einem  Mittelpunkt  gilt,  hat  eine  einfache  geo- 
metrische Bedeutung.  Nach  §  50  ist  ihre  linke  Seite  das  Quadrat 
des  reciproken  Werthes  von  p,  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
der  Fläche  bis  zur  Tangentialebene  in  {x,  y,  £).  Den  Bruch  rechts 
kann  man,  weil  der  Zähler  ds^  ist,  so  schreiben: 

/dx\'^        /dy\^         /dz\^^ 
\ds} 


/  (dxy        /dyV 


+ 


d.  i.  wenn  A,  B,  G,  die  Winkel  der  Tangente   eines  Normalschnitts 

mit  den  drei  Axen   sind:    1:  ( A ^^ 1 )•    Deshalb  wird 

\      a         '  ß  Y     / 


Fig.  34. 


der  Bruch  rechts,  wie  ebenfalls  in  §  50 
dargethan  worden  ist,  gleich  dem  Quadrate 
des  Radius  d,  Fig.  34,  den  man  vom 
Mittelpunkte  der  Fläche  aus,  der  Tangente 
parallel,    bis     zur    Fläche    zieht.      Es     ist 

somit     2  ==  c  •  d^  oder  d  ■  p  =  Const.;  d.  h. 

Zieht  man  eine  kürzeste  Linie  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades,  die  einen  Mittel- 
punkt hat,  und  nennt  d  den  Radius  der  Fläche,  welcher  der  Tangente 
der  Curve  parallel  ist,  und  p  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der 
Fläche  von  der  Tangentialebene  desselben  Punktes,  so  ist  das  Product 
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dieser  beiden  Grössen  constant,  —  Dieselbe  Eigenschaft  gilt  auch  für 
die  Krümmungscurven,  die  ja  in  unserer  Differentialgleichung  mit 
inbegriffen  sind. 

Der  Satz  vom  constanten  Inhalt  des  Parallelogramms  über  je 
zwei  conjugirten  Durchmessern  bei  den  Kegelschnitten  mit  einem 
Mittelpunkte  entspricht  diesem  Satze  von  den  Flächen,  wie  man  aus 
der  Figur  ersieht:  denn  d  ist  hier  die  halbe  Grundlinie,  p  die  halbe 
Höhe  eines  solchen  Parallelogramms.  Trennen  wir  jetzt  die  Krüm- 
mungscurven  und  die  kürzesten  Linien  von  einander. 

Für  die  Krümmungscurven  gelten  folgende  Gleichungen: 
1)  Die  soeben  gefundene  d  -  p  ==  Const.,  in  welcher  nur  die  ersten 
Differentiale  d^x,  dy,  dz  enthalten  sind  und  welche  2)  der  Gleichung 

~  •  dx  -{-  ^ä  •  dy  -\ -dz  ^  0  unterliegen,  weil  x,y,  2  ein  Punkt  der 

Fläche  sein  soll,  und  3)  der  Gleichung  der  Krümmungscurven. 

t*  JU       SC 


dx 
dy 
dz 


fX 

a 

dy 

y 

ß 

ß 

dz 

z 

y 

y 

0 


oder 

adx  (ydz  —  zdy)  -\-  ßdy  (zdx  —  xdz)  +  ydz  {xdy  —  ydx)  ==  0. 
Man  kann  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  das  Verhältniss  der 
Grössen  dx,  dy,  dz,  d.  h.  die  Richtungen  der  Krümmungscurven  be- 
stimmen. Aus  allen  drei  Gleichungen  kann  man  die  Verhältnisse 
von  dx,  dy,  dz  vollständig  eliminiren,  und  erhält  dadurch  die  end- 
liche, integrirte  Gleichung  der  Krümmungscurven,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehen. 

Bei  den  kürzesten  Linien  dagegen  haben  wir  zwar  auch  noch 
die  beiden  Gleichungen,  welche  wir  vorhin  mit  (1)  und  (2)  bezeichneten. 
An  die  Stelle  der  Gleichung  (3)  tritt  aber  eine  Differentialgleichung, 
welche  auch  die  zweiten  Differentiale  d^x,  d^y,  cPz  enthält,  nämlich 
die  der  kürzesten  Linien.  Hier  enthält  also  das  Integral  zwei  Con- 
stanten und  die  kürzeste  Linie  ist  also  durch  zwei  Punkte  erst  be- 
stimmt. Auf  folgendem  Wege  nun  gelangt  man  zur  Trennung  der 
in  der  gefundenen  Differentialgleichung 

a'  ""    fe*     >■  C"  ~"  ^  ■  d^_.dy^'^dz' 
a'  "^   Ä**    '^  V 

enthaltenen    Variabein   und   demnach    zur    vollständigen    Integration. 
Führt  man  die  elliptischen  Coordinaten  ein, 
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x  =  asmu^\     y  =  bcosucosv,     z==csmvzi, 


wo 


zJ'  =  ]/[  —X'^  sin^v  und  z/  =  ]/l  —  k^sinu^,  ferner 
^2  _  V=^,  und  A'2  =  ^       ' 


^2_g2 O''—  C" 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  noch  folgende  Abkürzungen  gebraucht 
i;,  =  ;i2cos^«*  +  A'^cos^v,  U=a^cos^u-{-b^sin^u,  F=c^ cos ^2/+ ^^sin'^v 
ähnlich  wie  in  §  82. 

dx'  +  dy^  ^  dz^  =  L\  ^,    du''  +  ^,  dv'  y 

-^  +  'W^^  —^[^^  ^^   +  ^  ««V    j 
und 

a*  "'"  &*  ~^  c*~  a'  b''  c' 
Also    wird    die   zu   integrirende   Gleichung,  wenn  wir    statt    a^'b^(?C 
bloss  die  Constante  C  setzen: 

U  V 

u-v  =  C'-i 1 — 

oder  wenn  man  ordnet 

^[   UV-GU]-\-^,[UV-CV]=0 
oder 

U—C)d-'  '  (F— (7)z/'2  ~^> 
worin  die  Variabein  getrennt  sind.  Für  die  Constante  C  bemerkt 
man,  dass  sie  zwischen  U  und  V  liegen  muss;  da  nun  der  grösste 
Werth  von  ?7  gleich  a^,  der  kleinste  von  V  gleich  c^  ist,  so  muss  C 
zwischen  a^  und  c^  liegen.  Durch  Integration  erhalten  wir  also  fol- 
gende Gleichung  der  kürzesten  Linien  auf  einem  dreiaxigen 
Ellipsoide: 

/^^  "i/    a'^  C08^ u -\- b^  sm^ u 

Vl—Päin^u    V  a^cos^u-^b'^sinHi—  C 

I      r ^^^ -|/      c^coä^v -j- b^sin^v       _\_  p' 

~  —J  Yl-X'^inH    V  C—  c^cos^v— T^'wS'v  "'"  ^  " 

Es   sind  dies  im  Allgemeinen  Abel'sche  Integrale.     Sie  werden  ellip- 
tische, wenn  C  =  b^  ist. 

§  93. 
Lehrsatz.     Wenn   man  von  irgend  einem   Punkte  L  des  Ellip- 
soids  nach  zwei  Nabelpunkten  F  und  F'  kürzeste  Linien  zieht,   und 
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Fig.  35  a. 
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durch    L   die  beidea  Haupttangenten   legt,   so    bilden   die    kürzesten 
Linien   mit  den  Haupttangenten  gleiche  Winkel. 

Beweis.  Die  kürzeste  Linie  LF,  Fig.  35a.  b,  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  das  Product  d-p  in  dem  ganzen  Laufe  dieser  Linie 
constant  ist.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt 
auch  der  Linie  LF'  zu.  Da  nun  aber  die 
Nabelpunkte  symmetrisch  in  dem  Hauptschnitt 
der  grössten  und  kleinsten  Axe  liegen,  so  ist 
die  Entfernung  der  Tangentialebene  vom  Mittel- 
punkte für  alle  diese  vier  Nabelpunkte  con- 
stant. Ferner  ist  der  Durchmesser  (§  50), 
welcher  der  Tangente  in  F  parallel  ist,  der 
Durchmesser  eines  Kreisschnitts,  d.  h.  gleich 
der  mittlem  Axe  2&;  und  ebenso  der,  welcher 
\  ^i^  der  Tangente  in  F'  parallel  ist.  Somit  ist  für 
y/  beide  Punkte  F  und  F'  das  Product  d  •  p  con- 
stant, demnach  ist  d  •  p  constant  im  Laufe  der 
ganzen   gebrochenen  Linie  FLF'. 

Wir  ziehen  nun  in  L  vier  Tangenten:  die  beiden  Haupttangenten, 
1,  2  und  die  Tangenten  an  LF  und  LF' ,  3  und  4.  Zu  diesen  vier 
Tangenten  denken  wir  uns  vier  Durchmesser  parallel  gezogen:  d^  d.2 
dcf  d^.  Diese  liegen  erstens  in  einer  Diametralebene,  weil  die  vier 
Tangenten  in  der  Tangentialebene  liegen;  d^  und  d.^  sind  die  Haupt- 
axen  des  Diametralschnitts;  die  beiden  Durchmesser  d^  und  d^  müssen 
einander  gleich  sein,  weil  sie  es  sind,  wenn  man  sie  mit  der  Ent- 
fernung der  Tangentialebene  vom  Mittelpunkte  multiplicirt ;  also  sind 
r/jj  und  d^  die  gleich  grossen  Durchmesser  des  Diametralschnitts,  und 
somit  gegen  die  Axen  dj^  und  do  gleich  geneigt.  Dasselbe  Verhältniss 
muss  unter  den  ihnen  parallelen  Tangenten  bestehen:  die  Tangenten 
3  und  4  müssen  folglich  mit  den  Tangenten  der  Krümmungscurven 
1  und  2  gleiche  Winkel  bilden. 

Wir  können  nun  hieraus  einen  Satz  ableiten,  welcher  dem  von 
den  Kegelschnitten  analog  ist,  dass  die  Summe  resp.  Differenz  der 
Radienvectoren  constant  ist. 

Es  folgt  zunächst  der  Beweis  dieses  bekannten  Satzes  in  einer 
Weise,  die  zu  bemerkenswerther  Erweiterung  desselben  führt. 


§  94. 
A)  Lehrsatz  1.    Wenn  man  bei  einer  Ellipse  nach  einem  Punkte 
der  Peripherie  Radienvectoren  zieht,  so  bilden  sie  mit  der  Tangente 
dort  gleiche  Winkel. 
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Sind  f  und  f,  Fig.  36,  die  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse  und 
a  ein  Punkt  in  ihrer  Peripherie,  h  der  ihm  unmittelbar  nächste, 
so  ist  nach  dem  Grundgesetz  der  Ellipse:  fa-{-f'a  =  fb-\-fh. 
Trägt  man  daher  fa  auf  fh  bis  nach  a,  und  fh  Bx\i  f'a  bis  nach  ß 
Fig.  36.  ab,  so  ist  auch  aß  ==  ha.  Ferner  hat  man  in  den 
beiden  Dreiecken  a/36  und  aah  die  Linie  ah  gemein- 
schaftlich und  endlich  ist  <  aßh  =  aah  =  li,  weil  der 
Radius  den  Kreis  rechtwinklig  schneidet,  oder  weil, 
wenn  man  von  einem  Punkte  Strahlen  zieht,  welche 
gleichlang  sind,  die  Curve,  welche  die  Endpunkte  der 
Strahlen  verbindet,  normal  auf  den  Strahlen  steht.  Dem- 
nach bildet  ah  denselben  Winkel  mit  af  wie  mit  hf, 
und  da  Punkt  h  unendlich  nahe  an  Punkt  a  liegt, 
also  die  Winkel,  welche  ah  mit  af  und  hf  bildet, 
einander  gleich  sind,  so  bildet  die  Linie  ah,  oder  die  Tangente  in 
a   mit  beiden  Strahlen  gleiche  Winkel. 

Lehrsatz  2.  (ümkehrung.)  Zieht  man  von  zwei  Punkten  inner- 
halb einer  Curve  nach  einem  Punkte  der  Curve  Strahlen,  und  bilden 
diese  mit  der  Tangente  dort  gleiche  Winkel,  so  ist  die  Summe  der 
Strahlen  constant,  vorausgesetzt,  dass  beide  Strahlen  auf  derselben 
Seite  der  Tangente  liegen.  , 

Der  Beweis  ist  der  vorige  in  umgekehrter  Ordnung.    Sind  a  und 

h  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Curve,   und  ist  -^  (ha,   af)   oder 

Fig.  37.       -^  {ha,   hf)  ==  {ah,  af);  so   ist  in  den   rechtwinkligen 

:f  Dreiecken  aßh  und  aah  :  aß  =  ha,  folglich  auch  fa  -\-  fa 

=  fh  +  fh  =  Const. 

Anmerkung.  Derselbe  Satz  und  seine  Üm- 
kehrung gilt  auch  m.  m.  von  der  Hyperbel,  Fig.  37, 
wenn  man  statt  der  Summe  der  Strahlen  ihre  Differenz 
betrachtet,  die  Umkehrung  erfordert,  dass  die  Strahlen 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Tangente  liegen. 

B)  Ih  ganz  derselben  Weise  lässt  sich  folgender 
allgemeinere  Satz  beweisen. 

Schlingt  man  um  eine  Curve  (einfach  oder  doppelt 
gekrümmte)  einen  Faden,  den  man  in  zwei  ihrer  Punkte 
'.oder  auch  nur  in  einem,  wenn  die  Curve  eine  ge- 
schlossene ist,  befestigt,  so  dass  jedoch  der  Faden  länger  ist, 
als  das  zwischen  den  festen  Punkten  befindliche  Curvenstück, 
und  bewegt  denselben  so,  dass  er  stets  gespannt  bleibt,  so  beschreibt 
seine  Spitze  eine  Curve,  deren  Tangente  mit  den  beiden  grad- 
linigen     Fadenstücken     stets     gleiche      Winkel     bildet.        Offenbar 
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nämlich,    Fig.  38,    wenn    ^a/i    das    gespannte    Stück    des    Fadens 

in    einer    Lage,    fb  f"    dasselbe    in     der    nächsten    Lage    ist,    hat 

man:  faf  =fhf  und  der  Beweis  lässt  sich  genau  wie  oben  führen. 

Nun  ist  aber  auch  in  jeder  Lage  des  Fadens  die  Summe: 

Bogen  Mf^  +  ^a  +  af 

-f-   Bogen  f^N  constant  oder 

wenn    man   Bogen    MN   ab- 

Bogen 


zieht:    f^a  +   ^^/^ 


Hieraus  ergiebt  sich  fol- 
gende Umkehrung  unseres 
Satzes,  die  wie  oben  be- 
wiesen wird. 

Wenn  von  einem  be- 
liebigen Punkt  a  einer  Curve 
(1)  zwei  Tangenten  nach  einer  andern  Curve  (2)  stets  so  gezogen 
werden  können,  dass  dieselben  mit  der  Tangente  von  (1)  in  a  gleiche 
Winkel  bilden  und  beide  auf  derselben  Seite  derselben  liegen,  so 
ist  die  Summe  der  beiden  Tangenten  vom  Schnittpunkte  bis  zu  den 
Berührungspunkten  vermindert  um  den  dazwischen  liegenden  Bogen 
der  Curve  (2)  constant.  Dieser  Satz  findet  Anwendung  bei  den  con- 
focalen  Kegeschnitten. 

.  §  95. 

Lehrsatz.      Wenn     man    von    einem    Punkte    einer    Fläche 

nach    allen  Richtungen    hin    gleich    grosse  kürzeste  Linien 

zieht,  so   stehen  dieselben   auf  der   Curve  ihrer  Endpunkte 

normal. 

Beweis.     1)  Wir   denken   uns  von  einem  Punkte  0 

O  der  Fläche   aus    einander  unendlich  nahe,  Fig.  39,  zwei 

kürzeste  Linien  von   gleicher  Länge    gezogen:    OA  und 

OB-^   dann  soll  die   Linie  AB  auf  jedem   dieser  beiden 

Radien    normal    stehen.      Angenommen,    dies    sei    nicht 

der  Fall,   so   wird   z.  B.   der  Winkel   bei   A    ein   spitzer 

sein,  der  bei  B   stumpf.     Denken   wir  wi^  jetzt  auf  OA 

A3 
von  A  aus  ein  Stück  AC  abgetragen,  so  dass  AC= r  , 

ö         ^     '  cos  A ' 

also  der  Winkel  CBA  =  R  ist,  wenn  man  die  kürzeste 
Linie  CB  zieht,  so  ist,  weil  AB,  AC,  CB  unendlich 
kleine  Grössen  sind,  CB  =  AC '  sin  A,  also 

OC  -{-  CB  ^  OA  -  AC  +  CB  =  OB  —  AC  (1  -  sin  A)-, 


Fig.  39. 
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Fig.  39  a. 


es  wäre  somit  der  Weg  0GB  <iOB ,  d.  h.  OB  keine  kürzeste  Linie. 
Diese  Construetion  ist  aber  nur  möglich,  so  lange  A  von  90*^  ver- 
schieden ist;  da  sie  einen  Widerspruch  ergiebt,  so  muss  A  =  90*^  sein. 
Umgekehrt:  Wenn  sich  kürzeste  Linien  in  einem  Punkte  M  schneiden 
und  man  legt  durch  sie  eine  orthogonale  Curve,  so  schneidet  dieselbe 
von  allen  vom  Punkte  M  an  gleiche  Stücke  ab.  Der  indirecte  Be- 
weis ergiebt  sich  ohne  Weiteres. 

Unser  Satz  lässt  sich  auch  folgendermassen  verallgemeinern. 
Wenn  irgend  eine  Schaar  kürzester  Linien  auf  einer  Fläche  von  einer 
andern  Curve  auf  derselben  orthjogonal  geschnitten  wird,  und  man 
trägt  von  der  ganzen  Schaar  von  den  Schnittpunkten  an  gleiche 
Stücke  ab,  so  liegen  die  Endpunkte  wieder  in  einer  Curve,  die  auf 
der  ganzen  Schaar  senkrecht  steht.  Dies  ist  einleuchtend,  wenn  von 
den  kürzesten  Linien  je  zwei  unendlich  nahe  sich  schneiden.  Denn 
dann  ist  (Fig.  39a)  ad  =  ae,  ah  =  ac,  also  hd  =  ce  u.  s.  w.  Schneiden 

sich  (Fig.  39  b),  was 
ein  Ausnahmefall  ist, 
die  Linien  hd  und  ce 
nicht,  wo  &c  die  Or-^ 
thogonalcurve  und 
hd  =  ce  ist,  so  ziehe 
man  die  kürzeste 
Linie  he,  da  nun  hc 
und  de  unendlich 
klein,  hd  und  ce  end- 
liche Linien  sind,  so 
wird  Winkel  dhc  bis 
auf  ein  unendlich  kleines  =  ehe,  letzterer  Winkel  also  ein  Rechter 
und  he  =  ec  sein,  es  ist  also  auch  hd=he,  Winkel  bed  und  der 
bis  auf  ein  unendlich  kleines  ihm  gleiche  Winkel  ced  also  auch 
ein  Rechter,  dasselbe  wird  von  hde  bewiesen,  wenn  man  die  Dia- 
gonale cd  zieht. 

Auch  dieser  Satz  kann  umgekehrt  werden. 

2)  Der  analytische  Beweis  stellt  sich  so:  Denkt  man  sich  von 
einem  Punkt  aus  nach  allen  Richtungen  hin  beliebige  Linien  ge- 
zogen, nicht  bloss  kürzeste,  und  auf  denselben  von  dem  Punkte  aus 
eine  Strecke  u  abgetragen,  so  wird  offenbar  der  Winkel,  den  die 
Curve  der  Endpunkte  dieser  u  mit  den  Strahlen  macht,  sehr  ver- 
schieden sein  können  von  einem  rechten  Winkel.  Denkt  man  sich 
nun  die  Strecke  u  immer  kleiner  werdend,  aber  auf  allen  Curven 
gleich  gross,  so  zieht  sich  die  Curve,  die  ihre  Endpunkte  verbindet, 
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immer  mehr  zusammen.  Wird  u  unendlich  klein,  so  kann  man  alle 
Endpunkte  ansehen  als  in  derselben  Ebene  liegend  njit  dem  Punkte, 
von  dem  man  ausgegangen  ist;  sie  bilden  folglieh  alsdann  einen  un- 
endlich kleinen  Kreis,  und  dieser  steht  somit  normal  auf  allen  Strahlen. 
—  Hat  man  also  von  einem  Punkte  0  einer  Fläche  nach  allen  Rich- 
tungen hin,  also  unzählige  viele  kürzeste  Linien  gezogen,  und  nimmt 
irgend  eine  unter  ihnen  als  die  erste  an,  so  wird  jede  andere  gegeben 
sein,  wenn  man  weiss,  welchen  Winkel  v  im  Anfange  bei  0  ihre 
Tangente  mit  der  Tangente  der  ersten  bildet.  Nennt  man  ferner 
die  Länge  einer  solchen  kürzesten  Linie  vom  Punkte  0  aus  bis  zu 
einem  Punkte  auf  ihr  gerechnet  w,  so  kann  offenbar  jeder  Punkt  der 
Fläche  gegeben  werden  durch  die  beiden  Grössen  u  und  v]  d.  h. 
man  kann  seine  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  jede  als 
Function  von  u  und  v  darstellen.  In  diesem  Coordinatensystem 
wollen  wir  nun  die  Gleichung  der  kürzesten  Linien  für  Punkt  0  auf- 
stellen, d.  h.  die  Frage  lösen:  Welche  Functionen  müssen  x,  y,  z  von 
u  und  V  sein,  oder  wie  müssen  diese  Functionen  beschaffen  sein, 
damit  diejenigen  Curven,  für  welche  v  constant  ist,  u  aber  variabel 
kürzeste  Linien  sind?  Damit  eine  Curve  kürzeste  Linie  ist,  muss 
ihre  Schmiegungsebene  normal  stehen  auf  der  Tangentialebene  der 
Fläche.     Die  Tangentialebene  der  Fläche  hat  die  Gleichung 

/a_^  a^  _  a^  a^\  .        .      /a^  a^  _  a^  a^\  ,j.       . 

\dudv       dudv/^^       '^^~^\dudv       oudv/^^       ^' 

,    idz_  dx 8xdz\.  .  ^ 

Die  Schmiegungsebene  derjenigen  Curve,  für   welche  v   constant  ist, 
M  aber  variabel,  ist  (§  8) 

^  \du  du'     du  duv  v*/      y)  —  ^' 

Diese  beiden  Flächen  schneiden  sich  rechtwinklig,  wenn 

\dudv       dudvJXdudu^       du'duV  "^  \dudv       dudv/Kdudu^       duduV 

'^Kdudv       dudvJ  \dudu'       a«  a??/ ~  ^  ^^*' 

Dieses  Aggregat  von  Producten  lässt  sich  in  folgenden  Ausdruck 
transformiren : 

\du^  "^  du^"^  du""]  Xdv  '  du''^  dv  *  a«^  "•    dv'  duA 
\dudv    '    dudv    i"  dudv]  [dudu*'^  dudü^"^  düdu'\~ 
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d.  i.: 

Es  ist  aber 


{du         2   ov  i  2   du 

TT  _  dx^  +  dy^'  +  dz''  _  ^  _  -, 
denn  du  ist  das  Bogenelement  der  Curven   ?7,   um  die   es   sich  hier 

du 


handelt.     Dadurch  wird  unsre  Gleichung  folgende:  -^—=0  oder,  ein- 


mal integrirt:  F  eine  Function  von  v  allein. 

Hieraus  und  aus  der  zu  Anfang  dieses  zweiten  Beweises  ange- 
führten geometrischen  Hilfsbetrachtung   ergiebt  sich  unser   Lehrsatz 

sofort.    Die  Grösse    ,         bedeutet  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen 

den  Curven  ü  und  V  (§  54).  Nehmen  wir  für  alle  Curven  ü,  d.  h. 
für  alle  kürzesten  Linien,  u  constant,  so  erhalten  wir  die  Curve  V, 
welche  die  Endpunkte  aller  dieser  gleichlangen  kürzesten  Linien  ver- 
bindet. Lassen  wir  das  u  immer  kleiner  werden,  so  wird  der  Winkel 
dieser  Endpunktencurve  mit  den  kürzesten  Linien  schliesslich  90", 
wie  wir  wissen;  also  sein  Cosinus  gleich  Null.    Es  muss  mithin  F  =  0 

sein  für  u  =  — ,  da  aber  F  von  u  unabhängig  ist,  muss  F  all- 
gemein gleich  Null  sein,  d.  h.  die  Endpunktencurve  steht  auf  allen 
kürzesten  Linien  normal. 

Anmerkung.  Dieser  Beweis  giebt  sofort  die  obige  Erweiterung 
unseres  Satzes.  Denkt  man  sich  nämlich  auf  einer  Fläche  irgend 
eine  Curve  gezogen  und  eine  Anzahl  kürzester  Linien,  die  darauf 
normal  stehen,  und  auf  allen  diesen  kürzesten  Linien  von  der  ersten 
Curve  aus,  die  zum  F-Systeme  gehören  möge,  gleiche  Längen  aufge- 
tragen, so  erhält  man  eine  neue  Curve,  für  welche  man  auf  dieselbe. 

dF 
Art  beweisen  kann,   dass   ^—  ==  0  ist  oder  F  nur    von  v    abhängt. 

'du  ° 

Da  aber  für  die  erste  Curve  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  U 
und  F,  also  auch  F  ==  0  ist,  so  findet  diese  Gleichung  auch  für  die 
neuen  Curven  statt,  und  wir  erhalten  somit  den  oben  gegebenen 
allgemeineren  Satz. 

Dass  der  oben  bewiesene  Lehrsatz  nur  ein  specieller  Fall  hiervon 
ist,  geht  daraus  hervor,  dass  der  Punkt,  von  welchem  wir  oben 
ausgingen,  als  Degeneration  jeder  geschlossenen  Curve  angesehen 
werden  kann. 

§96. 

Hiernach  lässt  sich  folgender  Lehrsatz  beweisen:  Wenn  man 
auf  einer  Fläche   um  zwei  Punkte  als  feste  einen  Faden  sich  gelegt 
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denkt,  den  man  stets  gespannt  hält,  wodurch  er  (§  90,  2)  die  Ge- 
stalt der  kürzesten  Linie  annimmt,  so  bilden  die  Radienvectoren  immer 
gleiche  Winkel  mit  der  entstehenden  Curve.  Oder,  was  genau  das- 
selbe ist:  Bestimmt  man  den  Ort  eines  Punktes  auf  der 
Fläche,  so  dass  die  Summe  seiner  kürzesten  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punkten  f  und  f  der  Fläche  constant 
bleibt,  so  bilden  diese  Entfernungen  oder  geodätischen 
Radienvectoren  mit  der  Tangente  der  Curve  stets  gleiche 
Winkel.  Ebenso,  wenn  die  Differenz  der  Radienvectoren  constant 
ist.  Die  Construction  und  der  Beweis  ist  genau  so  wie  für  §  94  A. 
Lehrsatz  1.  Die  vier  Punkte,  welche  hier  den  Punkten  a,  h,  a,  ß 
dort  entsprechen,  liegen  auch  hier  in  einer  Ebene,  weil  sie  einander 
unendlich  nahe  sind;  und  auch  hier  sind  nach  dem  Gauss'schen 
Satze  aßh  und  aah  rechte  Winkel,  mithin  ändert  sich  gar  nichts  im 
Beweise. 

Auch  gilt  hier  der  umgekehrte  Lehrsatz,  wie  von  selbst 
klar  ist. 

Folgerung  (von  Michael  Roberts).  Die  Krümmungscurven 
des  Ellipsoids  sind  der  geometrische  Ort  für  einen  Punkt, 
dessen  Entfernungen  von  zwei  Nabelpunkten  durch  kür- 
zeste Linien  gemessen  eine  constante  Summe  haben.  Denn 
nach  §  93  ist  ^(3,1)  =  (4,  1)  und  <^  (3,  2)  =  (4,  2),  mithin  ist, 
wie  eben  bewiesen,  LF  -\-  LF'  =  c. 

Es  ist  dies  der  in  §  93  angedeutete  Lehrsatz. 


Fig.  40. 


§97. 
Gauss    hat    sich   mit  dem  Coordinatensystem,  welches    sich 

auf  §  95  gründet,  noch  etwas  genauer  beschäftigt.  Es  ist  folgendes: 
Man  lege  durch  irgend  einen  Punkt  0  auf  einer  Fläche, 
s.  Fig.  40,  unzählig  viele  kürzeste  Linien  nach  allen  Rich- 
tungen, u  sei  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  auf 
der  Oberfläche  von  0;  es  wird  also  u  angesehen  werden 
können  als  die  eine  Coordinate,  indem  alle  Punkte,  welche 
gleiches  u  haben,  auf  einer  Curve  liegen,  die  auf  allen 
Curven  des  ersten  Systems  normal  steht.  Betrachtet 
man  eine  beliebige  Curve  des  ersten  Systems  z.  B.  OA 
als  erste,  so  wird  jeder  .Punkt  C  der  Fläche  vollständig 
gegeben  sein,   wenn  erstens  sein  u,   d.  h.  die  geodätische 

Entfernung  OC  bekannt  ist,  und  ausserdem  der  Winkel  v,  welchen  OC 

in  0  mit  der  ersten  Curve  OA  macht. 

Es  ist  dieses  Coordinatensystem  ganz  analog  den  Polarcoordinaten 
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in   der  Ebene.  —  Wäre   0  der  Pol   der  Erde,    so  wären  u  die  Pol- 
distauzen  und  v  die  geographischen  Längen. 

In  diesem  Coordinatensystem  ist  also  für  jede  durch  0  gehende 
kürzeste  Linie  v  constant,  für  jede  auf  derselben  senkrechte  Curve 
u  constant.  Die  Grösse  i^  ist  =0,  weil  die  beiden  Systeme  auf 
einander  normal  stehen. 

•^=y)  +(äl)  +W 

wird  =  1,  denn  u  ist  s.     Die  Grösse  G  endlich  oder 


(dxv     (dj/v     (d^Y 

\dv)    ~^  \dv}     '    \dv) 


wollen  wir  =  m^  setzen,  so  dass  also  m^  eine  Function  von  u  und  v 
ist.  Demnach  wird  das  Linienelement  irgend  einer  Curve  auf  dieser 
Oberfläche  ds  =  Ydu^  -f-  m^  dv^  =  dv  Yu'^  -\-  m^,  was  auch  aus  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  folgt,  dessen  Katheten  du  und  mdv,  nämlich 
die  Differentiale  der  Curven  des  ersten  und  des  zweiten  Systems,  und 
dessen  Hypotenuse  ds  ist. 

Wir   wollen    nun    zunächst    sehen,    wie    der    Ausdruck    für    das 
Mass  der  Krümmung  wird,   welches   wir  durch  Je  bezeichnen   wollen, 

und   welches   (§   63)    durch    die   Gleichung  k  = gegeben    wird 

Wir  finden,  weil  E=^l,  F=0  ist,  nach  §  61: 

Setzen  wir  also  G  =  m^,  so  wird 

-K—  =  2m  -ö—  und  ö-?-  =  2m  -5—0-  +  2   3—)  • 
du  du  du'  du'  \du/ 

Demnach  wird  der  vorige  Ausdruck  zu  folgendem  einfacheren 


P1P2  gi 


m 


m 


du^ 

i  d^m 
also  endlich  h  = ^—5 .     Dies  ist  also  das  Mass   der  Krümmung 

m  du  ° 

in  diesen  Coordinaten. 

Ueber  die  Grösse  m  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  für  «  =  0 

unabhängig  von  v:  m  =  0  und  -;^—  =  1   wird.     Denn   mdv  ist  das 

°  °  du 

Bogenelement  der  Orthogonalcurve,  und  da  diese  für  unendlich  kleines  u 
als  Kreis  mit  Radius  u  zu  betrachten  ist,  so  hat  man  für  solche 
Werthe  mdv  =  udv,  m  =  u,  so  dass  beide  gleichzeitig  verschwinden, 

und  dm  =  du  also  -w—  =  1  wird. 
du 
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§  98. 

Aufgabe  (Gauss).  Welches  ist  die  Gleichung  der  kürzesten 
Linie  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  auf  einer  Oberfläche,  aus- 
gedrückt durch  die  krummlinigen  Coordinaten  u  und  v? 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  handelt  es  sich  bei  dieser  Auf- 
gabe darum,  das  Integral  Jyu^  -f-  m^  dv  innerhalb  gegebener  Grenzen 
zum  Minimum  zu  machen.  Wir  setzen  daher  statt  u:-u  -f-  s-du,  also 
statt  u:-ti  +  s-du,  entwickeln  alsdann  das  Integral  nach  Potenzen 
von  £,  und  setzen  endlich  das  mit  e  multiplicirte  Glied: 

dm  .     ) 
8u'+    ^^^        \dv, 

*  -«/'Ol  o    I  ' 


innerhalb  derselben  Grenzen  genommen,  gleich  Null.  Der  erste  Theil 
dieses  Integrals  lässt  sich  aber  theil  weis  integriren,  und  berück- 
sichtigt man,  dass  du  an  den  Grenzen  Null  sein  muss,  so  erhält 
man  folgende  Gleichung  aus  der  vorigen: 

dm     \ 

,        .         .,  m  -5— 

8u  \  (   J'        \ ^^dv  =  0. 

\yu^-{^my        Yu^-i-m''} 

Daraus  folgt,  weil  diese  Gleichung  für  alle  Werthe  von  du  statt- 
finden muss,  diese  Differentialgleichung  für  die  kürzesten 
Linien 

dm 

du  /       u 


'        \Vu"'-^my 


Anstatt    dieser    Differentialgleichung    der   zweiten    Ordnung    hat 
Gauss    zwei    der    ersten    Ordnung    eingeführt    und    zwar    vermittelst 
einer   neuen    Hilfsgrösse,    die    sich    allerdings    von    selbst    darbietet. 
LL  sei  irgend  eine  Curve   auf  der  Fläche,  Fig.  41;  ihr  Bogen  von 
Fig.  41.  irgend   einem  Punkte   an  gerechnet   sei  s,   und  zwar 

werde  dieser  Bogen  so  gerechnet,  dass  er  mit 
wachsendem  u  ebenfalls  zunimmt.  Der  Winkel  v, 
welchen  die  u  nach  den  verschiedenen  Punkten  von 
LL  gezogen  mit  OA,  dem  ersten  n,  bilden,  werde 
ebenfalls  in  der  Richtung  gezählt,  dass  er  zunimmt, 
wenn  u  grösser  wird.  Alsdann  werden  die  einzelnen 
Punkte  der  Curve  LL  unzweideutig  durch  eine  Gleichung  zwischen 
u  und  V  gegeben  sein.  Nun  sei  d^  der  Winkel,  welchen  das  Bogen- 
element  der  Curve  LL  mit  dem  Bogenelemente  des  Systems  U  macht. 
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und  zwar  so  genommen,  dass  seine  Schenkel  s  und  u  wachsen.     Man 

hat  alsdann  folgende  Gleichungen: 

mdv         .      „         du  _        mdv  .     ^ 

_—  =  tg  -9",        ,    =  cos  d",     -5 —  =  sm  0", 

du  ^     '       ds  '       ds  ' 

welche  somit  für  alle  Curven  LL  gelten,  sie  mögen  kürzeste  Linien 
sein  oder  nicht. 

Mit   Hilfe    dieses    Winkels    lässt    sich    nun    die    Gleichung    der 
kürzesten  Linie,  welche  wir  auch  so  schreiben  können: 


dtn  /du\'  dm 

du  \  dv  \       1  ou 

.      —  I  -3-  I   oder  —3 — 

ds  \  '^  *  /  ^* 

dv  \dv/  dv 


-©■  =  0, 


in  folgende  umformen: 

dm  dm 

— j (cos  ^)  =  0   oder  — j (-  sm  ■O-  -7-  =  0 

dv        •  dv  . 

oder  endlich  -0 f-  -5-  ==  0.     Diese  Gleichung   gilt  also   speciell  für 

die  Veränderungen  des  d-  bei  den  kürzesten  Linien.  Setzt  man  statt 
-9-  in  sie  den  Werth  desselben  aus  einer  der  obigen  drei  allgemeinen 
Gleichungen,  so  kommt  man  wieder  auf  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung. 

§  99. 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  lässt  sich  nun  ein  anderer  Satz  von 
Gauss  beweisen,  der  einer  der  schönsten  in  der  ganzen  Theorie  der 
Flächen  ist.     Wir  schicken  dazu  voraus  folgende 

Erklärung.  Es  sei  ein  Dreieck  auf  einer  Fläche  gegeben, 
dessen  Seiten  kürzeste  Linien  sind.  Man  denke  sich  entlang  dieses 
Dreiecks  Normalen  der  Fläche  gezogen.  Ferner  denke  man  sich  eine 
Kugel  mit  Radius  1,  und  zu  jeder  Normale  der  Fläche  einen  ihr 
parallelen  Radius  der  Kugel  gezogen.  Man  erhält  dadurch  auf  der 
Kugel  wiederum  ein  Dreieck,  welches  allerdings  nur  in  dem  speciellen 
Falle  ein  sogenanntes  sphärisches  Dreieck  sein  wird,  dass  die  Fläche, 
von  der  man  ausgeht,  selbst  eine  Kugel  ist.  Den  Inhalt  des  Drei- 
ecks auf  der  Kugel  nennt  Gauss  die  curvatura  integra  oder 
Totalkrümmung  des  Dreiecks  auf  der  gegebenen  Fläche.  Sind  die 
3  Winkel  des  Dreieckes  auf  der  gegebenen  Fläche,  d.  h.  die  Winkel, 
welche  die  begrenzenden  kürzesten  Linien  in  den  Durchschnittslinien 
mit  einander  machen,  A,  B,  C,  so  nennt  man  die  Differenz  A  -{-  JB 
-\-  C —  TT  den  sphärischen  Excess  und,  falls  diese  Differenz  negativ 
ist,  die  Differenz  n  —  (A  -\-  B  -\-  C)  den  sphärischen  Defect. 
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Lehrsatz.  Die  Totalkrümraung  eines  Dreiecks,  das  von 
kürzesten  Linien  auf  einer  Oberfläche  gebildet  wird,  ver. 
hält  sich  zur  Oberfläche  der  Kugel,  wie  der  sphärische 
Excess  resp.  Defect  seiner  Winkel  zu  8  Rechten. 

Beweis.    Nach  §  63  ist,  wenn  0  und  s,  Fig.  42, 
die  dort  angegebene  Bedeutung  haben,  der  Quotient 

-  =  ,      Offenbar    ist    die    Totalkrümmung    des 

Dreiecks  ABC  gleich  So  innerhalb  gewisser  Grenzen, 
die  sich  nach  den  Seiten  von  ABC  richten  werden. 

Es  ist  also  Curv.  int.  =  E .     Denken   wir  uns 

nun  eine  Spitze  des  Dreiecks  z.  B,  A  als  Anfangs- 
punkt eines  Coordinatensystems,  wie  wir  es  jetzt  zuletzt  betrachtet 
haben,  so  werden  wir  die  beiden  Seiten  AB  und  AC  als  zwei  Curven 
des  Systems  U  ansehen  können,  wo  v  constant  ist.  Denken  wir  uns 
nun  zwei  unendlich  nahe  Curven  dieses  Systems  und  zwei  unendlich 
nahe  Curven  des  zweiten  Systems  V,  für  welches  u  constant  ist,  so 
werden  diese  ein  kleines  Rechteck  ausschneiden,  welches  wir  (wie 
in  §  85)  als  Differential,  und  zwar  als  zweites,  von  ABC  ansehen 
können.      Seine   Seiten  sind  dv  und  m  •  dw^    wir    erhalten    demnach 

s  =  m  •  du  •  dv,    und  haben  folglich  den  Ausdruck in  Be- 

zug  auf  u  und  v  für  alle   Werthe  zu  integriren,  die  innerhalb  des 
gegebenen    Dreiecks    fallen.      Dies    gelingt    vermöge    der    Gleichung 

=  h  = •  ö— 5" ,  wo  m^  =  G  ist.     Unser  Integral  wird  also 


=JJ- 


ZJß  =   I   \  —  -^-^dudv. 


Wir  führen  zunächst  die  Integration  in  Bezug  auf  u  aus,  d.  h.  wir 
berechnen  die  Totalkrümmung  für  den  unendlich  schmalen  Streifen, 
der  zwischen  den  beiden  unendlich  nahen  Curven  U  liegt.  Diese 
Integration  ergiebt 

Die  Grenzen  für  u  sind  0  und  der  Werth,  den  es  auf  der  Linie  BC 
hat,  und  der  eine  Function  von  v  ist.  Da  nun  für  u  =  0  das  Drei- 
eck ABC  zum  Punkte  A  zusammenschrumpft,  und  folglich   um   so 

mehr  unser  unendlich  kleines  Dreieck,  so  ist  für  ^t  =  0:  c  —  ,5—  =  0. 

'  du 

Da  aber  für  u  <=  0  nach  §  97  ^-^  ==  1   ist,  so   wird  die  Constante 

**  du  ' 

c  =  1 .     Also  wird 
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^""/(i-l^)'"" 


oder  mit  Einführung  des  Winkels  d-,  den  die  Linien  des  Systems  V 
mit  denen  des  Systems   U  in  dem   §  98   angegebenen  Sinne   bilden, 

^^=f{^  +  ^)  dv  =fdv  +fd^. 

fdv  ist  offenbar  der  Winkel  A,  wenn  man  die  Grenzen  für  v  ein- 
setzt, welche  0  und  A  sind.  Setzt  man  ferner  den  Winkel,  welchen 
BC  mit  einer  Curve  U  bildet ,  immer  in  dem  angegebenen  Sinne,  gleich 
-ö-Q,  und  den  mit  der  nächstem  Curve  TJ  gleich  O-^,  so  ist  d%'  offenbar 
=  ^i  —  '9'o-  Der  Ausdruck  fdO'  wird  also  die  Summe  aller  ähnlichen 
Differenzen,  aus  welcher  sich  folglich  alle  zwischenliegenden  Winkel 
ausser  dem  ersten  und  letzten  herausheben.  Bezeichnet  man  diese 
resp.  mit  ß  und  y,  so  wird  folglich  fdO"  =  y  —  ß  d.  i.  =  C  —  (tc  —  B) 
=  B -{- C — 7t.  Somit  haben  wir  endlich:  der  Flächeninhalt  der 
Totalkrümmung  ist  Curv.  int.  =  A  -{-  B  -\-  C  —  7t.  Die  Oberfläche 
der   Kugel    mit  Radius   1    ist  =  4:7t,    das   Verhältniss   dieser    beiden 

(.Trossen  giebt  — r^- —  ,  was  zu  beweisen  war. 

Dieser  Beweis  gilt  für  den  Fall,  dass  q^  und  ^2  gleiches  Zeichen 

haben.    Haben  q^  und  q.^  entgegengesetztes  Zeichen,  so  ist  -  = 


9i  •  ?2 


weil  0  und  s    wesentlich    positiv    sind.     Dadurch    erhält   also   unser 

Resultat    das    negative  Zeichen:    es  wird  = — r- —   — '     Dies 

geschieht  also,  wenn  die  gegebene  Fläche  eine  ist,  deren  Haupt- 
krümmungen entgegengesetzt  sind. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  eine  Erweiterung  der  bekannten  Formel 
für  den  Flächeninhalt  des  sphärischen  Dreiecks.  Nimmt  mau  statt 
des  Dreiecks  auf  der  Fläche  ein  beliebiges  Polygon,  dessen  Seiten 
kürzeste  Linien  sind,  so  erhält  man  einen  Satz,  welcher  dem  vom 
sphärischen  Polygon  analog  ist,  denn  man  kann  das  Polygon  durch 
kürzeste  Linien  in  Dreiecke  zerlegen. 

Anmerkung.  Es  sind  auch  einfachere  Beweise  für  diesen  Satz 
von  der  Totalkrümmung  gefunden  worden.  Jacobi  hat  dazu  einen' 
Satz  aufgestellt,  der  allgemeiner  ist,  indem  er  weder  von  kürzesten 
Linien  noch  überhaupt  von  Flächen  ausgeht.  Der  Satz  lautet: 
Bildet  man  irgend  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  Curven  doppelter 
Krümmung  sind,  und  welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  in  den  Ecken, 
wo  zwei  Curven  zusamraenstossen,  die  Krümmungsradien  beider  gleiche 
Richtung  besitzen,  und  zieht  man  ferner  zu  den  sämmtlichen  Krüm- 
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mungsradien  der  Curven  parallele  Strahlen  einer  Hilfskugel,  so  ist 
der  Inhalt  des  auf  der  Kugel  gebildeten  Dreiecks  auf  dieselbe  Weise 
wie  oben  durch  den  sphärischen  Excess  oder  Defect  gegeben.  — 
Dass  unser  Fall  hierher  gehört,  folgt  aus  §  86,  denn  da  die  gegebene 
Fläche  in  jeder  Ecke  nur  eine  Normale  hat  und  die  Schmiegungs- 
ebenen  beider  sich  dort  schneidenden  kürzesten  Linien  durch  diese 
Normale  gehen,  so  fallen  die  Krüinmungsradien  beider  in  die  Normale.*) 

10.   Die  partiellen  Differential gleichnngen  der  Fläclien. 

§  100. 

Die  Darstellung  der  Flächen  durch  partielle  Differen- 
tialgleichungen ist  ein  Ergebniss  der  Entstehungsart  der  Flächen. 

Aufgabe  1.  Die  endliche  und  die  partielle  Differential- 
gleichung der  Cylinderflächen  zu  finden. 

Eine  Cy linderfläche  entsteht,  wenn  eine  gerade  Linie,  beständig 
parallel  bleibend,  sich  entlang  einer  Curve  oder  überhaupt  nach  einem 
gewissen  Gesetze  bewegt.    Nun  ist  die  Gleichung  irgend  einer  geraden 

Linie    I     ~  ,    T  />•     Geben   wir   hierin  den   vier   Grössen   a,  h,  a,  ß 
[y  =  bz  -}-  ß  7     7      ?  r 

andre  und  andre  Werthe,  so  erhalten  wir  immer  andre  gerade  Linien. 
Die  Bedingung  nun  für  die  Aenderung  dieser  Werthe  in  der  Art, 
dass  die  sich  ergebenden  geraden  Linien  parallel  bleiben,  ist  die, 
dass  a  und  h  dabei  constant  sein  müssen.  Eine  gerade  Linie  wird 
sich  von  der  andern  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  ein  gewisser 
Parameter  einen  andern  Werth  hat;  die  Grössen  a  und  ß  müssen 
also  von  einander  abhängig  sein,  oder  man  muss,  wenn  a  gegeben 
ist,  ß  daraus  finden  können,  und  umgekehrt.  Daraus  geht  hervor, 
dass  ß  irgend  eine  Function  von  cc  sein  muss:  ß  =  tp{a).  Geben 
wir  nun  dem  «  andre  und  andre  Werthe,  so  erhalten  wir  die  Tota- 
lität aller  nach  dem  Vorigen  bestimmten  Geraden,  und  das  ist  die 
Cylinderfläche.  um  ihre  Gleichung  zu  finden,  eliminiren  wir  a  aus 
den  beiden  Gleichungen:  a  =  x  —  az,  ß  oder  (p(cc)  =  y  —  bz',  da- 
durch erhalten  wir  y  —  bz  =  cp  (cc  —  az),  in  welcher  Gleichung  tp 
eine  ganz  beliebige  Function  bedeutet.  Diese  Gleichung,  der  man 
allerdings  noch  andre  Formen  geben  kann,  stellt  also  alle  Cylinder- 
flächen dar. 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  leicht  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung   herstellen.      Differentiiren    wir    nämlich    die    obige 

*)  Der  Beweis  dieses  Satzes  so  wie  ein  zweiter  Beweis  des  Satzes  von  Gauss 
folgt  im  Anhange. 


—     191     — 

GleichuDg  zuerst  partiell  nach  x  und  dann  partiell  nach  y,  so  er- 
halten wir  folgende  beide  Gleichungen: 

dividiren  wir   diese  beiden   durch   einander,   so  fällt  die   willkürliche 

Function  fort,  und  es  ergiebt  sich    "^  ,  -  =  —7- — -  oder  ap-\-hci=  !• 

Das  Integral  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ist  die  vorher 
gefundene  endliche  Gleichung. 

Dass  die  gefundene  Differentialgleichung  wirklich  eine  Cylinder- 
fläche  darstellt,  sieht  man  daraus,  dass  sie  der  Ausdruck  dafür  ist, 
dass  die  Tangentialebene  t,  —  0  =  ji)  (|  —  ^^  -\-  <l(j]  —  y)  parallel  der 

Geraden  ^  =  —  =  - '-  ist;  sie  drückt  also  aus,  dass  jede  Tangential- 
ebene einer  Cylinderfläche  den  Erzeugungslinien  parallel  ist;  da 
aber  jedesmal  die  Tangentialebene  durch  einen  Punkt  einer  solchen 
Geraden  geht,  so  folgt  die  bekannte  Eigenschaft  des  Cylinders,  dass 
jede  Tangentialebene  die  ganze  Kante  des  Cylinders  enthält. 

Aufgabe  2.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelflächen 
aufzustellen. 

Eine  Kegelfläche  entsteht,  wenn  eine  gerade  Linie  durch  einen 
Punkt  geht  und  sich  sonst  nach  einem  beliebigen  Gesetze  bewegt. 
Die  Coordinaten  des  festen  Punktes,  den  man  den  Scheitel  nennt, 
mögen  a,  ß,  y  sein.     Dann  ist  die   Gleichung  der  sich  bewegenden 

i,/         J.-     Wir  erhalten  also  eine  Gleichung 
'-y  _  Fß-')       oder  f(^^  ,  ^)  =  0. 

y—p             \x  —  ccj  '  \x  —  a  '  y  —  (3/ 

Hierin  muss  also  a  eine  Function  von  b  sein.     Soll  z.  B.  die  gerade 

Linie  immer  durch  die  Curve  I  ,  ,  '  s  ^  gehen,  so  muss  man  die 
beiden  Gleichungen 

haben,  aus  denen  man  durch  Elimination  von  0  offenbar  eine  Glei- 
chung zwischen  a  und  b  bekommen  wird:  &{a,b)==0.  Ist  statt 
der  obigen  Curve  eine  Fläche  gegeben,  welche  die  Kegelfläche  immer 
umhüllen  soll,  so  muss  jede  gerade  Linie  eine  Tangente  der  ge- 
gebenen Fläche  sein,  woraus  sich  ebenfalls  eine  Gleichung  zwischen  a 
und  b  ableiten  lässt.  Ist  der  gegebene  Punkt  a,  ß,  y  der  Anfangs- 
punkt, so  hat  man  einfacher:  f(~  ,-~\  =  0,   d.  h.    in    diesem   Falle 
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lässt  sich  die  Gleichung  des  Kegels  immer  so  schreiben,  dass  sie 
homogen  ist  in  Beziehung  auf  x,y,Z]  und  umgekehrt:  Jede  Gleichung, 
welche  homogen  ist  in  Beziehung  auf  die  drei  Coordinaten  x,  y,  0, 
drückt,  eine  Kegelfläche  aus,  deren  Scheitel  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  ist. 

Um  die  partielle  Differentialgleichung  aus  der  endlichen,  mit 
einer  willkürlichen  Function  behafteten  abzuleiten,  schreiben  wir 
diese  in  folgender  Form,   die  wir  ihr  offenbar  auch   geben  können: 

^^^IJL  =^  p(yLzJL\ —.  j^(^c).     Differentiiren    wir  diese   Gleichung  nach 

einander  nach  x  und  nach  y,  so  wird  sie: 


oder 
und 


Z—  y  —{X  —  a)p  _  _   jp'  (.\  {y  —  P)P 

{z  -  yY  ^    ^"-^   {z  -  yY 

2  —  y  —(x  —  a)p  =  —  F'  (c)  (y  —  ß)p 


-(x-a)q  =  F'  (c)  [z  -  y  -{y  -  ß)q]; 
also  durch  Division 

z  —  y  —{x  —  a)p  ^^  (y  —  ß)p 

{x  —  a)q  z  —  y  —iy  —  ß)g[ 

oder 

{2  -  yf  —  {2  —  y)  (y  —  ß)  q  -(0  -  y)  (x  -  a) p  =  0 
oder  (x  ■ —  c^)  p  -{-  (y  —  ß)ü='  ^  —  7'    Die  geometrische  Interpretation 
dieser    Gleichung   ist,    dass  jede  Tangentialebene   der    Fläche    durch 
den  Scheitel  geht.. 

Aufgabe  3.  Die  allgemeine  Gleichung  für  die  Rotations- 
flächen zu  bestimmen. 

Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Rotationsfläche  dadurch 
entstanden,  dass  ein  Kreis  von  veränderlichem  Radius  sich  so  bewegt, 
dass  sein  Mittelpunkt  fortwährend  auf  einer  Geraden  bleibt,  also 
handelt  es  sich  hier  um  einen  Kreis,  der  seine  Lage  und  seine  Form 
ändert.     Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  liege  auf  der  Rotations- 

axe;    die   Gleichung    dieser    Axe    sei    demnach    ~  =  f^  =  ~'     Einen 

Kreis  im  Räume  bestimmt  man  als  Durchschnitt  einer  Kugel  und 
einer  Ebene.  Wir  nehmen  hier  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  im 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  liegt;  die  schneidende  Ebene  steht 
also  normal  zur  Axe.  Demnach  ist  die  Gleichung  der  Kugel 
x^  -\-  y^  -\-  2^  ==  e,  die  der  schneidenden  Ebene  ax  -\-  hy  -\-  C0  =  d. 
a,  h,  c  sind  constante  gegebene  Grössen;  zwischen  d  und  e  muss 
eine  Bedingungsgleichung  stattfinden;  also  hat  man  folgende  endliche 
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Gleichung  für  alle  Rotationsoberflächen:  ax -j-by -{- C0=(p{x^ -\-y^ -{- 0^) 
Hieraus  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung,  indem  man  partiell 
nach  X  und  dann  nach  y  differentiirt: 

a-\-  cp  =  2(p'  (e)  {x  +  0p),    h  -\-  cq -^  2  (p'  (e)  {y  +  zg) 
und  dividirt: 

Ä-j-_cp  _  x  +  zp  ^^^^  .     _  ^^^)     _|_/^^  -  cx)q  =  hx  —  ay. 

Die  3  hier  gegebenen  partiellen  Differentialgleichungen  sind 
offenbar  von  "der  ersten  Ordnung,  ausserdem  sind  sie  linear,  d.  h.  sie 
enthalten  die  partiellen  Differentiarlquotienten  p  und  q  nur  in  der 
ersten  Dimension. 

§  101. 

Ueber  die  Integration  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung. 

Es  handelt  sich  hierbei  darum,  eine  Gleichung  folgender  Form 
zu  integriren:  Äp  -\-  Bq  =  C,  worin  Ä,  B,  C  im  Allgemeinen  Func- 
tionen von  X,  y,  z  sein  werden.  Das  Integral  dieser  Gleichung  sei 
<p{x,  y,  £)  =  0;  es  fragt  sich  also,  wie  (p  beschaffen  sein  muss,  da- 
mit die  gegebene  Gleichung  stattfinde?  Es  folgt  zunächst,  dass  wie 
bekannt 

dcp  dtp 

8x        j  dy 

p  =  —  ^—  und  q  =  —  ^ 
^  ocp  OCp 

dz  dz 

ist,  welche  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt,  die  Gleichung 

ox  oy    '       dz 

identisch  erfüllen  müssen.  Mit  dieser  mehr  symmetrischen  Form  der 
vorgelegten  Aufgabe  beschäftigen  wir  uns  nun,  und  stellen  uns  sogar 
die  allgemeinere  Frage: 

Wie  lautet  das  Integral  der  Gleichung 

A^^_+  ^1^  +  cl?  +  D  |5  +  ...  =  0, 

dx    '        dy    '       dz     '        du    '  ' 

wo  die   Grössen  A,  B,  C,  D  —  Functionen  sind  von  x,  y,  z,  u 

aber  die  Function  (p  nicht  enthalten? 

1)  Zunächst  lösen  wir  die  Gleichung  .4  ^  -j-  J5  ^  =  0  auf,  worin 

also  A  und  B  bloss  x  und  y  enthalten,  dabei  aber  von  Null  ver- 
schieden sein  sollen. 

a)  Es  seien  A  und  B  constant.      Man  löse  zunächst  die    ge- 

Jo ACHIMSTHAI,,  Anwendung  d.  Differentialrechii.    2.  Aufl.  13 
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wohnliche  Differentialgleichung  dx\dy  =  A:B.  Das  Integral  der- 
selben ist,  wenn  man  so  schreibt:  Bdx—Ady  =  Q,  folgendes 
Bx  ~  Ay  ===  Const.    Wir  wollen  den  Ausdruck  Bx  —  Ay  =  tj  also 

y  =  —  7"  ^   setzen.     Dadurch  wird 


A 


Folglich 


und 


<P  i^,  y)==<p  {^y  -^^a)  ^  ^  ^^'  ^^• 


dtp dip.dipdr]^ dip^.d^    t, 

dx         dx''    dr]  dx        dx    '    dri 


dtp djtp^    drj dtp     j 

dy        dr]    dy  dr] 


Diese  beiden  Werthe   geben  in   die    vorgelegte   Differentialgleichung 

eingesetzt:  A  ^  =  0  oder,  da  A  nicht  Null   sein  soll,  ^  =  0,  oder 

^  enthält  x  gar  nicht,  sondern  nur  tj.  Wir  haben  somit  die  allge- 
meinste Lösung  gefunden.  Die  Function  cp  (x,  y)  =  0,  welcher  der 
vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  ist  eine  solche, 
dass  in  ihr  nur  die  Verbindung  Bx  —  Ay  vorkommt;  denn  es  ist 
gefunden  (p  =  ii^  {Bx  —  Ay). 

b)  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  dass  A  xxnA  B  nicht  mehr 
constant  sind,  sondern  x  und  y  enthalten.  Wenn  wir  jetzt  wieder 
dieselbe  Differentialgleichung  aufstellen  Bdx  —  Ady  =  0,  so  sind 
wir  nicht  mehr  im  Stande,  diese  Seite  so  unmittelbar  zu  integriren, 
da  die  linke  Seite  im  Allgemeinen  nicht  ein  genaues  Differential  ist. 
Aber  das  wissen  wir,  dass  wir  jedesmal  einen  Factor  finden  können, 
mit  dem  multiplicirt  die  linke  Seite  ein  genaues  Differential  wird. 
Dieser  Factor  sei  fi,  und  die  linke  Seite  alsdann  das  genaue  Diffe- 
rential der  Function  tj;  dadurch  erhalten  wir   also 

dx  —  f^^'    dy—        ^^■ 
tj   enthält    sowohl  y  als  X',   wir    können    daher  jetzt  das  y   durch  t] 
und  X  ausdrücken  und  dadurch  die  Function  (p  (</,  x)  uns  verwandelt 
denken  in  die  Function  il>  (Vj  ^)-     Hiernach  wird 

?i?  _=  ^  _!_  ^  aß     ^  =  _  ^  »^ 
dx         dx~^dri^     '    dy  dri  ^     ' 

und  wenn  wir  dies  in  die  vorgelegte  Gleichung  einsetzen,  so  wird 
ßie  zu  folgender:  ^  =  0,  d,  h.  die  Function  V'  enthält  nur  t].  Wir 
haben  also  jetzt  folgende  Regel:  Um  die  partielle  Differential- 
gleichung A-^  -\-  B  -^  =  0  zu  integriren,  in  welcher  A  und 
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B  Functionen  von  x  und  y  sind,  aber  95  nicht  enthalten,  inte- 
grire  man  zuerst  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  dx:dy  =  A:B 
Gesetzt,  es  sei  das  Integral  dieser  Gleichung  der  Ausdruck  tj  =  c, 
wo  c  die  willkürliche  Con staute  ist,  und  tj  eine  Function  von  x  und 
y,  dann  ist  cp  irgend  eine  beliebige  Function  von  rj. 

2)  Ehe  wir  zu  der  Integration  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zwischen  drei  Variabein  übergehen,  schicken 
wir  Folgendes  voraus: 

Das  System  zweier  simultanen  Differentialgleichungen 
dx  :  dy  :  d0  ==  Ä  :  B  :  C , 
worin  A,  B,  C  Functionen  von   x,  y,  z  sind,  wird  immer  integrirt 
durch  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  die  zwei  willkürliche  Con- 
stanten enthalten,  —   Denn  schreibt  man  die  Gleichungen  so: 

dx        A        " 
d^_  C  _ 
\äx~  A~~  ^ 

und  differentiirt  die  zweite  Gleichung  noch  einmal  nach  x,  wodurch 
man  bekommt:  ^p  =  ^^  +  ^  /^  +  ^  ^  =  n;  so  kann  man,  weil  y^ 

auch  X,  y  und  z  enthält,   aus   dieser  Gleichung  ^-^  =  y^    und     aus 

dz 
der  Gleichung  j~  =  y   sich  y  eliminirt  denken,    wodurch    man   eine 

Gleichung  zwischen  x,  z,  3—,  j—^,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

F  [x,  z,  ^-,  j—J  =  0  erhält.  Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  zwischen  den  beiden  Variabein  x  und 
z,  bei  deren  Integration  immer  zwei  willkürliche  Constanten  auf- 
treten. Diese  beiden  Constanten  seien  c  und  c^.  Wir  haben  also 
auf  diese  Weise  z  gefunden  als  Function  von  x:  z  =  &(x,  c,  cj. 
Wir  können  nun  auch  y  finden,  und  zwar  ohne  weitere  Integration. 
Setzt  man  nämlich  den  für  z  gefundenen    Werth  in    die   Gleichung 

y- =  y  ein,  so  wird  sie , '    '       ==  7i}  ^^^  ^^    dieser  Gleichung 

kommt  links  nur  noch  x,  c,  c^  und  rechts  nur  noch  x  und  y  vor. 
Zu  der  Gleichung  z  =  &  (x,  c,  c^)  haben  wir  also  jetzt  noch  die 
Gleichung  0"  (x,  y,  c,  cj  =•  0  gefunden.  Also  ist  erwiesen,  dass  zwei 
gleichzeitige  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  durch 
zwei  Gleichungen  integrirt  werden,  welche  zwei  willkürliche  Con- 
stanten enthalten.  —  Wir  nehmen  nun  an,- dass  diese  beiden  Glei- 
chungen nach   den  willkürlichen  Constanten  aufgelöst  werden,  d.  h. 

13* 
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dass  sie  auf  folgende  zwei  gebracht  werden:  c  =  f{x,  y,  z), 
c^  =/'j  {x,  y,  z).  Durch  zwei  solche  Gleichungen  lässt  sich  also  jedesmal 
das  System  dx  :  dy  :  dz  =  A  :  B  :C  lösen.  —  Wir  können  noch  fragen: 
Welches  ist  das  Kriterium,  damit  die  beiden  Gleichungen  c  = 
f{x,  y,  z),  Ci  =  /i  {x,  y,  z)  in  der  That  dem  vorgelegten  Systeme 
dx  :  dy  :  dz  =  Ä  :  B  :  C  genügen?     Aus   der   ersten  Gleichung  finden 

wir  0==^dx4-7/-dy4-7j^  dz,  wodurch  also  die  willkürliche  Con- 

dx  '    cy     ^    ^    CS        ' 

staute  verschwunden  ist.  Soll  diese  Function  f  dem  vorgelegten 
Systeme  genügen,  so  muss  man  also  auch  die  Gleichung 

0=1^  .4 +  1^5  +  1-^0 
dx        '    dy        '    dz 

haben,  und  zwar  muss  dies,  weil  auch  A,  B,  C  keine  willkürlichen 

Constanten  enthalten,  eine  identische  Gleichung  sein.    Das  Kriterium 

besteht  also  darin,  dass  man  identisch   die  Gleichung  hat 

0=r{xyA+f(y}B-i-nzyCxxndehenBoO  =  r,(x)-A-\-r\iy).B  +  r,{zya 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  auch  in  den  Func- 
tionen f  und  fi  von  den  Grössen  x,  y,  z  einige  fehlen,  z.  B.  in  f 
die  Veränderliche  z  oder  auch  z  und  y,  es  doch  unmöglich  ist,  dass 
in  beiden  f  und  f^  etwa  y  und  z  gleichzeitig  fehlten.  Wenn  nämlich 
dies  der  Fall  wäre,  müsste  A  =  0  sein.  Wir  wollen  daher  an- 
nehmen, dass  in  /'  von  den  drei  Grössen  x,  y,  z  wenigstens  die 
Grösse  y,  und  in  /^  wenigstens  die  Grösse  z  vorkommt.  Wir  bezeich- 
nen daher  auch  f(x,  y,  z)  durch  r},  und  f[  (x,  y,  z)  durch  t,  so  dass 
wir  haben  rj  =  c,  ^  =  q. 

Dies  vorausgeschickt,  stellen  wir  uns  vor,  dass   man   behufs   der 

Lösung  der  Gleichung  A  ;J^-  4-  B  t^  -\- C  J^- =  0 ,  in  welcher  A,  B,  C 

"  °       dx    '         dy    ^        3 z  '  '      ' 

Functionen  von  x,  y,  z  sind,  aber  g?  nicht  enthalten,  y  und  z  durch 
X,   rj   und  ^  ausgedrückt  habe.      Dadurch  geht  die   Integralfunction 

(p  (x,  y,  z)  über  in  ^  (x,  rj,  t),  also  g|  ^^  sl  + d^'f  (.^)  +  df  •  A  (^) » 

ferner  ^in|^. /'(,)+ |^.A(,)und|?in|^r(^)  +  ||A(.).  Mul- 
tipliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  A,  B,  C  und 
addiren  sie,  so  wird  die  Summe  der  vorgelegten  Gleichungen  der 
beiden  oben  aufgestellten  identischen  Gleichungen  wegen  zu  folgender 

0==ö— ;  ^  enthält  also  x  nicht,  sondern  nur  rj  und  t,]  d.  h.  cp  ist 
irgend  eine  willkürliche  Function  von  f  und  f\.  Wir  haben  also  die 
Regel:     Liegt    die    lineare    partielle    Differentialgleichung 

erster  Ordnung  A^ — \-  B  J^=  C,  worin  A,  B  und   C  x,  y,  z, 
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enthalten,  zur  Integration  vor,  d.  h.  soll  man  die  Gleichung 
zwischen  x,  ij,  0,  <p  {x,  y,  0)  =  0  finden,  die  der  vorgelegten  Glei- 
chung genügt,    die    also    die   Gleichung  Ä  ~-\-B^-\-C^='  0 

identisch  erfüllt,  so  integrire  man  zuerst  das  System  zweier  gewöhn- 
lichen simultanen  Differentialgleichungen  dx:dy:dz  =  A:B'.G  durch 

f  1  \—     j  alsdann    giebt  jede    willkür- 

liehe  Function  zwischen  f  und  f^,  gleich  (p  (x,y,  d)  gesetzt,  oder  /' 
als  eine  willkürliche  Function  von  f^  angenommen,  das  Integral  der 
vorgelegten  Gleichung. 

Auf  Functionen  mehrerer  Variabein  lässt  sich  ganz  dasselbe 
Verfahren  anwenden.   — 

Diese  einfache  Reduction  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  auf  ein  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen ist  eine  von  Lagrange's  schönsten  Erfindungen. 

§  101a. 
(Zusatz  zur  2.  Auflage.) 
Es  ist.  vielleicht  gut,    die   Methode,   welche   zur   Auflösung  der 
partiellen  linearen  Differentialgleichungen  führt,  noch  in  einer  andern 
Weise  darzustellen.     Hier  ist  zunächst  einiges  über  die  totalen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  mehreren  Variabein  voranzuschicken. 

1)  Seien  gegeben  n  —  1  Differentialgleichungen  mit  n  Variabein 
z.  ß.: 

(1)  adx  -\-  bdy  -\-  cdz  =  0 , 

(2)  «1  dx  -\-  h^  dy  -\-  c^  dz  =  0 , 
vfo  ahc  Functionen  von  x  y  und  ^r  sind. 

Dieselben  sollen  integrirt,  d.  h.  es  sollen  n  —  1  der  Varia- 
bein X  und  y  durch  eine :  z  ausgedrückt  werden.  Dazu  sind  also  n  —  1 
in  unserem  Falle  zwei  Gleichungen  nöthig,  die  man  Integrale  nennt. 
Es  ist  zunächst  klar,  dass,  wenn  man  die  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen durch  Substitution  auf  die  Form  bringen  kann 

(3)  adx  -\-  bdy  +  c^^  ==  «^/^  +  ßdfi , 

(4)  «1  dx  -{-  h^dy  -{-  c^  dz  =  a^  df  -f-  ß^  df^ , 

die  Ausdrücke  f  ==  c  und  fi  =  c^,  wo  c  und  c^  constant  sind,  Inte- 
grale sind,  denn  setzt  man  dieselben  rechts  ein,  so  verschwinden  die 
linken  Seiten  unserer  Gleichungen.  Umgekehrt  lässt  sich  aber  auch 
zeigen,  dass,  wenn  Integrale  f=c  und  /j  =  c^  gegeben  sind,  d.  h. 
wenn  diese  Ausdrücke  die  Gleichungen  1  und  2  erfüllen,  die  linken 
Seiten  sich   immer  auf  die  Form  3  und  4  bringen  lassen.     Denn  sei 
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m  eine  beliebige  Function  von  x  y  z,  so  wird  sich,  was  auch  f  und  /^ 
sei,  immer  setzen  lassen: 

(5)  adx  -\-  hdy  -f-  cdz  ==  adf  -\-  ßdf^  +  ydm, 

(6)  adx  4"  ifdy  -\-  cdz  ==  aidf-{-  ßidf^  -\-  y^dm. 

Setzt  man  nun  f  =  c,  f^  =  c^^  so  müssen  nach  dem  obigen  die  linken 
Seiten  und  die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  verschwinden,  und 
da  m  nicht  constant  ist,  so  wird  auch  y  =  y\  =  0  werden.  Dieser 
Beweis  lässt  sich  offenbar  anwenden,  wenn  n  eine  beliebige  Zahl 
ist,  wo  die  Anzahl  der  f  dann  n  —  1  wird. 

2)  Sei  gegeben  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

wo  ahce  Functionen  von  xyzu  sind. 

Diese  Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Systeme: 

du  =Pidx  -j-  p^dy  +  Ps^^ , 
denn  die   letztere   Gleichung  sagt   nur,   dass  p^  p^  p^    die   partiellen 
Differentialquotienten   von  u  sind.     Statt  dieser  beiden  Gleichungen 
kann  man  aber  auch  die  eine  setzen: 

(2)  du  —  p^dx  —  p^^y  —  -  (e  —  ap^  —  hp^  dz  =  0. 

Die  Gleichung  1  oder  die  ihr  identischen  2  integriren,  heisst  nun 
u  durch  X,  y  und  z  ausdrücken.  Es  ist  aber  auch  klar,  dass,  wenn 
man  auf  irgend  eine  Weise  u  p^  p,^  so  durch  x,  y  und  z  darstellen 
kann,  dass  diese  Werthe  in  (2)  eingesetzt,  die  linke  Seite  gleich  Null 
machen,  dass  dann  P1P2P3  die  partiellen  Differentialquotienten  von  u 
sind,  denn  die  Gleichung  (2)  giebt  ja  dann 
du du du 

dx~P^^       ä^~-^2,      ^==l>3- 

Nun  lässt  sich  die  linke  Seite  von  (2)  folgendermassen  schreiben: 

(3)  - { cdu  —  edz  +  p^  (adz  —  cdx)  +  p^  (hdz  —  cdy)]  =  0 . 
Integriren  wir  nun  die  drei  totalen  Differentialgleichungen 

(4)  cdu  —  edz  =  0     adz  —  cdx  =  0     hdz  —  cdy  =  0 
und  seien  die  Integrale 

f  '^  ^}     / 1  =  Cj  ,      12  '^  C^) 
so  kann  man  nach  dem  ersten  Theile  unseres  Satzes  setzen: 
cdu  —  edz  =  adf  -\-  ßdf^  +  ydf^ , 
adz  —  cdx  =  cc^df-j- ßydfi -j- y^df^, 
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hdz  —  cdy  =  a.^df  +  ß^df^^  +  y^df2 , 
wo  die  Ausdrücke  a  ß  y  k^  ... .  x  y  0  und  u  enthalten. 

Dadurch  nimmt  aber  die  linke  Seite  von  (3)  die  Gestalt  an: 

l  ((«  +  a,p^  +CC2P2)  df-\-{ß  +  ß,Pt+ß2P2)  äfi  +  (Y  +  yiPi  +  y2P-2))df^ 

oder 

Adf+Bdf^  +  Cdf^ 
und  es  fragt  sich,  wann  dieser  Ausdruck  verschwindet:  Einmal 
findet  dies  statt,  wenn  f  f^  f^  gleich  Constanten  gesetzt  wird,  dies 
giebt  aber  zunächst  kein  Integral  unserer  partiellen  Differentialglei- 
chungen, weil  diese  Gleichungen  x  y  2  in  u,  also  nicht  \  in  xy  z  er- 
geben. Setzt  man  aber  f  gleich  einer  beliebigen  Function  von  /i 
und  /"g,  also  f=  (p(fi,  f^)  so  wird  die  linke  Seite  unserer  Gleichung 

Fügt  man  also  zu  der  Gleichung  f  ==  fp  (fi,  f<^  noch  die  beiden  fol- 
genden hinzu 

^|2  +  JB  =  0,    ^||  +  C  =  0, 

SO  verschwindet  die  linke  Seite  von  (2)  oder  (3)  und  die  Gleichung 
ist  also  integrirt.  Die  beiden  letzten  der  drei  Integralgleichungen 
enthalten  p^  und  p^,  dienen  also  diese  Grössen  zu  bestimmen,  sie 
sind  aber  überflüssig,  da  nach  der  oben  gemachten  Bemerkung,  sich 

ohnehin 

du  du 

ergeben,  es  ist  also  die  Gleichung  f  =  fp  ifi,  f^  oder  wie  man  sie 
auch  schreiben  kann  (p  {f,fi,f'^==Q\  das  einzige  Integral,  und  die 
Integration  unserer  partiellen  Differentialgleichung  wird  folgender- 
massen  bewirkt: 

Man  integrire  die  Gleichungen  (4)  d.  h.  die  Gleichungen: 

dx dy dz du 

a  b  c  e 

sind  /'=  0,  fi  =  Ci,  /a  =  Cg  die  Integrale,  so  ist  f  {fJ^,Q  =  0, 
wo  t^  eine  willkürliche  Function  ist,  das  der  partiellen  Differential- 
gleichung. 

§  102. 
Wir  wollen  nun   noch  an  einigen    Beispielen  zeigen,  wie   man 
aus   der  Differentialgleichung  einer  Fläche  ihre   endliche,  mit  einer 
willkürlichen  Function  behaftete,  finden  kann. 
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1)  Die  Gleichung  der  Cylinderflächen  ap -\- hq  =  1  wird 
integrirt,    indem    man    das    System    folgender   Gleichungen    integrirt 

dx:dy:dz  =  a:h:\  oder  t-  ==  ~ >    Tt"  =  TT 
^  dx         a  '     ay         0 

oder     ad2  —  dx  =  0,    hdz  —  dy  =  0,    woraus    folgt    a0  —  x  =  c, 

hz  —  y  =  c^'i  also  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  folgendes 

az  —  X  =  (p  (bz  —  y), 

es  ist  dieselbe  Gleichung  als  die,  von   welcher   wir   oben   ausgingen, 

als  wir  die  partielle  Differentialgleichung  herleiteten. 

2)  Die  Gleichung  der  Kegelflächen 

{x  —  a)p-\-(y  —  b)q  =  z  —  c 
liefert  folgendes  System  behufs  der  Integration 

-,       ,       ,  ,  -,  dz  dx  dy 

dx:dy:dz  =  X  —-  a:y  —  o:z  —  c  oder  = =  — ^, 

^  ^  z  —  c        X  —  a       y  —  o' 

also  integrirt 

l  (z  —  c)  —  l  (x  —  a)  ==lc^,     l  (z  —  c)  —  l  (y  —  b)  =  Ic^ 

und  demnach,  wenn  man  zu  den  Numeris  übergeht 

z  —  c  z  —  c  ,       z  —  c  Iz  —  c\ 

=  c, ,  5-  =  Cg:  also  —  =  op  I r)  • 

x  —  a         ^'  y  —  h         '^'  x—a        ^  \y  —  6/ 

3)  Die  Gleichung  p  —  q  =  0  giebt  dx  :  dy  :  dz  =  1:  —1:0 
also  dy=  —  dx,  dz  =  0',  folglich  y-\-x==c,  z==Ci  oder  z  =  (p(x-\-y). 

4)  Die  Gleichung  der  Rotationsflächen 

(cy  —  hz)p  -\-  {a.z  —  ex)  q==l)x  —  ay 
giebt  folgendes  System 

dx  :  dy  :  dz  =  cy  —  hz  :  az  —  ex  :hx  —  ay  . 
Dies  schreiben  wir  behufs  der  Integration  so: 

Xdx==ey' — bz,     ldy  =  az  —  ex,     Xdz  =  bx  —  ay . 
Hieraus  können  wir  folgende  beiden  Gleichungen  ableiten: 

adx -\-bdy -{- edz  =-0,    xdx -\- ydy -{- zdz  =  0 , 
indem  wir  nämlich  die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c 
resp.    mit  x,   y,   z    multipliciren,    und   dann    addiren.      Diese    letzten 
beiden  Gleichungen  sind  aber  sofort  integrabel;  sie  geben: 

ax  +  by  -{■  cz^e^,    x^  -{-  y^  ^  z^  =  e^, 
also  ist  das  Integral   der  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung, 
d.  h.  die  endliche  Gleichung  der  Rotationsflächen,  folgende 
ax  -\-  by  -\-  ez  =  (f  (x^  +  y^  +  z^) . 

5)  Wie  man  sich  bei  partiellen  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnungen  und  Grade  verhalten  kann,   wollen  wir  an  dem  Beispiel 
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der  abwickelbaren  Flächen  zeigen.     Es  sei  vorgelegt  die  Gleichung 

rt  —  s^=0.  Wir  schreiben  sie  in  folgender  Form:  q^-ö-^  —  5^ -0-^  =  0. 

°  ox   cy       oy   ox 

Denken  wir  uns  q  als  gegebene  Function,  so  finden  wir  p  nach  den 
obigen  Regeln,  indem  wir  das  System  folgender  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen  integriren:   dx  :  dy  :  dp  =  ^  :  —  p^  •  ^  •      Hieraus 

folgt  zunächst  dp  =  0  oder  jp  =  c.     Ferner  ist  w^  dy  -\-  rr   dx,  d.  h. 

das  vollständige  Differential  von  q  oder  dq  =  0,  folglich  g  =  c^ . 
Dass  diese  beiden  Gleichungen  wirklich  der  vorgelegten  Gleichung 
genügen,  sieht  man  sofort;  es  genügt  auch  die  Gleichung  p  =  <p  (q), 
denn  differentiirt  man  diese  partiell  nach  x  und  dann  nach  y,  so  er- 
hält man  r  =  (p'(q)  •  s  resp.  s  =  rp  {q)  •  t,  und  durch  Elimination  von 
q)  {q)  die  vorgelegte  Differentialgleichung.  —  Es  ist  also  p  eine  will- 
kürliche Function  von  q,  oder,  wie  wir  schreiben  wollen:  q  =  f(p). 
Um  hieraus  die  gesuchte  Fläche  zu  erkennen,  verfahren  wir  so:  Es 
ist  dz  =  p  •  dx -\- q  •  dy ,  also  mit  Einsetzung  des  Werthes  von  q: 
dz  =  p  •  dx  -\-  f(j))  •  dy .  Integrirt  man  diese  Gleichung,  und  zwar 
rechts  theilweise,  so  hat  man  z=p-x  —fxdp  -\-  y  •  f{p)  — fyf  (p)  dp 
oder  z  =  p  '  X  -\-  f  (p)  -  y  —  f  [x  -\-  yf"  (p) }dp.  Es  muss  sich  also, 
wenn  man  das  Integral  soll  ausführen  können,  x  -\-  y  •  f  (jp)  in  eine 
Function  von  p  verwandeln  lassen;  wir  setzen  x  -\-  y  •  f  (p)  ==  ip'  (p). 
Es  wird  somit  z  =px-\-f(p)  •  y  —  i^  (p)).  Diese  beiden  Gleichungen 
ergeben  unsre  Auflösung.  Schreiben  wir  sie  in  folgender  Gestalt: 
z  =  px  -{-  f  (p)  ■  y  —  ^  (p),  0  =  x^  -\-  f  (p)  y  —  iIj'  (jo),  so  übersehen 
wir  leicht,  dass  die  zweite  das  partielle  Differential  der  ersten  nach  p 
ist.  Wenn  wir  also,  um  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  zu 
finden,  p  aus  den  beiden  Gleichungen  eliminiren,  wodurch  sich  eben 
eine  Gleichung' ergiebt,  die  nur  noch  x,  y,  z  enthält:  so  haben  wir 
nach  einem  bekannten  Satze  dadurch  die  Fläche  gefunden,  welche 
von  allen  Flächen  umhüllt  wird ,  deren  Gleichung 

ist,  worin  p  einen  constanten  Parameter  bedeutet.  Giebt  man  aber 
dem,  wie  oben  gefunden,  constanten  p  nach  und  nach  alle  möglichen 
Werthe,  so  wird  die  umhüllende  Fläche  immer  eine  Ebene  sein,  wie 
man  leicht  übersieht:  die  gesuchte  Fläche  ist  also  eine  solche,  welche 
die  Durchschnitte  je  zweier  auf  einander  folgenden  Ebenen  des  um- 
hüllenden Systems  enthält:  sie  ist  eine  abwickelbare  Fläche. 


Anhang  zur  zweiten  Auflage. 


einen    grössten   Kreis. 


§  1- 

Ueber  den  Inhalt  eines  Polygons,  welches  von  beliebigen  Curven 

auf  einer  Kugelfläche  gebildet  wird. 

Sei  ABC  (Fig.  1)  ein  Dreieck 
auf  einer  Kugelfläche,  gebildet  von 
3  sonst  beliebigen  Curven,  a^y  die 
Winkel  bei  ABC,  r  der  Radius  der 
Kugel. 

Durch  Punkt  M  innerhalb  des 
Dreiecks  ziehen  wir  die  Bogen  grösster 
Kreise  MA,  MB,  MC,  theilen  die 
Seiten  des  Dreiecks  in  unendlich  kleine 
Theile  DE,  EF  u.  s.  w.  und  legen 
durch  jeden  Theilpunkt  und  Punkt  M 
Sei  (Fig.  la)  MBE  eins  der  dadurch  ent- 
stehenden Dreiecke,  es  kann  dies  Dreieck  als  ein  sphärisches  betrachtet 

werden,  da  Seite  BE,  die  unendlich  klein 
ist,  also  nur  ein  Element  enthält  sowohl 
als  gerade  Linie,  wie  auch  als  Stück  eines 
grössten  Kreises  gelten  kann,  bezeichnen 
wir  nun  die  Winkel  bei  31,  B,  E  bezüg- 
lich mit  ^,  8,  s,  so  ist  der  Inhalt  dieses 
Dreiecks  gleich  r'^{fi  -j-  d  -]-  s  —  7t).  Ist 
nun  EF  das  BE  benachbarte  Element 
von  Seite  AC,  EG  die  geodätische  Fort- 
setzung von  BE,  d.  h.  das  benachbarte 
/y  Element  des  durch  B  und  E  gelegten 
grössten  Kreises,  und  der  unendlich  kleine 
Winkel  FEG  =  dd;  so  ist  Winkel  3IEF 
=  d^  =  71  —  s  —  dd".  Auf  diese  Weise 
erhält  man  für  das  ganze  Dreieck  MAC,  wenn  man  die  (i,  d,  e 
entsprechenden    Winkel    durch    Indices    unterscheidet,    MAC  =  a^, 


Fig.  la. 
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MCÄ  =  ^2  setzt,  und  die  Anzahl  der  Theile  von  ÄG  gleich  n 
annimmt : 

da  aber  Ss  =  n  —  £«  — i  +  dd's  —  i  ist: 

MAC  =  /•2(aj  +  72  —  ^d%'  -71  +  2Jii), 
wenn  die  Summenzeichen  sich   auf  alle  Theile  von  AG  und  Winkel 
MAG  beziehen. 

dd-  ist  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen  die  geodätische 
Fortsetzung  eines  Seitenelementes  mit  dem  nächsten  Elemente,  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  durch  2  auf  einander  folgende  Elemente  und 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  gelegten  Ebenen  mit  einander  machen. 

Es    ist   hier    angenommen    worden,    dass    die    geodätische  Fort- 
setzung von  DE  ausserhalb   der  Dreiecksfläche  ABG  fällt,  fiele  sie 
hinein,  so  wäre  der  entsprechende  Theil  von  Udd'  negativ  zu  nehmen. 
Berechnen  wir    in    gleicher  Weise    die   Inhalte   der  Dreiecke  MAB 
und  MBG  und  addiren,  so  ergiebt  sich: 
(1)                Dreieck  ABG  =  r\a  + ß  +  y- 7t -'2Jd^^) 
wo    für    das    Zeichen    von   d&   die    obige    Bemerkung   gilt   und   die 
Summe  2J  sich   auf  alle  3   Seiten  von  ABG  bezieht.     Für  ein  be- 
liebiges w-Eck   auf  der   Kugelfläche   erhalten    wir   leicht,   wenn   wir 
dasselbe  irgendwie  in  Dreiecke  theilen: 
(1  a)        w-Eck  =  r\a^  +  «a  H h  «»  —  ^d^  — (w  —  2)3r) 

wo  «1  a2...ccn  die  Winkel  des  w-Ecks  sind,  und  die  Summe  Z!  sich 
auf  alle  Seiten  desselben  erstreckt.  Ergiebt  sich  der  Werth  des 
n-Ecks  negativ,  so  bezieht  sich  dies  auf  die  Lage  desselben,  und 
ist  demgemäss  das  Vorzeichen  zu  ändern.  Es  lässt  sich  aber  der 
Winkel  dd-  auch  leicht  durch  das  Bogenelement  und  den  Contingenz- 
winkel  der  betrachteten  Curve  ausdrücken.  Zu  dem  Ende  sei  EH 
(Fig.  la)  die  geradlinige  Fortsetzung  von  DE,  machen  wir  EF==EG 
=  EH,  und  legen  durch  FGH  eine  Kugelfläche  mit  Mittelpunkt  E, 
so  sind  im  sphärischen  Dreiecke  FGH  die  Seiten  unendlich  klein, 
so  dass  in  den  Fragen,  wo  unendlich  kleine  höherer  Ordnung  nicht 
in  Anwendung  kommen,  dasselbe  als  eben  zu  betrachten  ist.  Dann 
ist  FH  der  Contingenzwinkel  der  Curve  AG,  sei  derselbe  gleich  dq), 
ferner   ist  GF  =  dO",    GH  aber    der    Contingenzwinkel    des    durch 

D,  E  und  G   gelegten   grössten  Kreises,   und    dieser  ist  gleich  — , 

wenn  man  mit  ds  das  Bogenelement  JDE  bezeichnet. 

FEG  ist  die  Tangentialebene  der  Kugelfläche  mit  Mittelpunkt  M, 
Ebene   GEH  oder  DFG  ist  eine   Normalebene   derselben,    also  der 
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Winkel  bei  G  ein  Rechter,  also,  wenn  das  Dreieck  als  eben  be- 
trachtet wird: 

das  heisst: 

woraus  sich  ergiebt: 

(2)  d^=']/dq>'-^,      Ed^^jydcp'-'^, 

wo  sich  das  Integralzeichen  auf  alle  3  Seiten  des  Dreiecks,  oder 
alle  Seiten  des  n-Ecks  bezieht.  Für  das  Vorzeichen  gilt  die  obige 
Bemerkung. 

Für  den  Fall,  dass  die  Seiten  des  w-Ecks  eben,  also  Kreise  sind, 
lässt  sich   dieses   Integral  berechnen.     Sei   dann  L   die   Länge   einer 

Seite  des  Polygons,  q  ihr  Radius,   dann  ist:  dtp  =  — ,  und  der  auf 

diese  Seite  bezügliche  Theil  von  Edd'  wird: 

so  dass  man  für  das  ganze  Polygon  erhält: 

(3)  Polygon  =  r'{za  +  2;Z]/^  -  ^  -  (n  -  2)n)  , 

wo  das  erstere  Summenzeichen  auf  alle  Winkel,  das  letztere  auf  alle 
Seiten  sich  erstreckt.  L  und  q  ändern  sich  also  von  Seite  zu  Seite. 
Das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  bestimmt  sich  nach  der  obigen 
Regel.  Diese  Formel  lässt  sich  aber  noch  etwas  einfacher  schreiben. 
Zunächst  sei  b  der  Abstand  des  Mittelpunktes  einer  Seite  des  Viel- 
ecks, vom  Mittelpunkte  der  Kugel,  und  ß  der  zu  dieser  Seite  ge- 
hörige Centriwinkel ,  dann  ist:  L  =  Qß,  Yr^  —  q'^  ==h,  also: 
(3.a)  Polygon  =  r{rEa^^  Eßh  —  (n  —  2)7c} 

Beispiel.  Legen  wir  durch  die  Kugel  2  parallele  Ebenen,  beide 
in  der  Entfernung  b,  und  zwei  auf  ihnen  senkrechte  Ebenen  in  der 
Entfernung  b^  vom  Mittelpunkt,  so  wird  auf  der  Oberfläche  der  Kugel 
ein  Viereck  AB  CD  (Fig.  2)  aus  4  Kreisbogen  bestehend  abge- 
schnitten. Dessen  Inhalt  sei  zu  bestimmen.  Jeden  der  vier  gleichen 
Winkel  desselben  bezeichnen  wir  mit  W,  fällen  vom  Mittelpunkt  der 
Kugel  M  Loth  MN=b  auf  die  Ebene  von  AD,  ziehen  NP  senk- 
recht auf  Sehne  AD,  welche  in  Q  geschnitten  wird,  ziehen  MF  und 
NA,  dann  ist: 

MN=b,   AQ  =  \,   NA  =  NP=Q,   ANP  =  ^  =  sirc  sin  ^- 
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Bezeichnen  wir  noch  den  zu  Bogen  AB  gehörigen  Centriwinkel 

mit  ßi  und  mit  q^  den  Radius  dieses  Bogens,  so  ist  ~  =  arc  sin  — , 

wir  erhalten  also  nach  (3  a): 

Viereck  ABGD  =  A^rlriW  —  ")  ~F  (&arc  sin  -'   -f-  &,  arc  sin     j  l- 

Das  Zeichen  der  2  letzten  Glieder,  welche  für  Sd%'  stehen,  ist  noch 
zu  bestimmen. 


Denkt  man  sich  zu  irgend  einem  Theile  ef  von  AB  (Fig.  2a) 
die  Sehne  gezogen,  so  ist  diese  die  Schnittlinie  der  Ebene  von  AB 
und  des  durch  e  und  /"  gelegten  grössten  Kreises,  der  Bogen  egf  des 
letzteren  fällt  also  ausserhalb  der  Viereckfläche  ABCD,  seine  Fort- 
setzung in  dieselbe.  Da  dies  noch  richtig  bleibt,  wenn  ef  ein  un- 
endlich kleiner  Theil  von  AB  ist,  so  ist  also  nach  unserer  Regel  Udd- 
negativ,  daher  das  untere  positive  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Noch  ist  der  Winkel    W  durch  &,  h^  und  r  auszudrücken. 

Seien  AH  und  AK  (Fig.  2)  Tangenten  an  AD  und  AB  in 
Punkt  A,  AG  der  Durchschnitt  der  Ebenen  dieser  Kreisbogen.  Die 
3  Linien  AH,  AG,  AB  bilden  dann  eine  bei  AG  rechtwinklige 
körperliche  Ecke,  in  welcher  man  hat: 


Winkel  GAH=GAQ  -f  QAH=~^  -f  arc  sin 


und  ebenso; 


GAK  =  IT  +  arc  sin  ~ 

2  pi 


dies  sind  diö  Katheten  unserer  rechtwinkligen  Ecke,   HAK  oder   W 
deren  Hypotenuse,  also: 
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cos  W=  cos  GäKcos  GÄ  H=  cos( |^  +  arc  sin  -^ j  cos  ^~  +  arc  sin  —)  =  — ~ 

also: 

W 


arc  cos 


6  6, 
9  91 


2 


arc  sin 


66i 

also  schliesslich,  da  p  ==]/r2  —  &^       p^  =yr^  —  h^^  ist: 

Viereck  J.50Z) 


4rJ6arcsin— — ^ t-6.arcsin  ^  _  — r 


arc  sin 


6&, 


Führen  wir  noch  statt  des  aresin  den  arctg  ein,  sei  also: 

arc  sin  a  =  u,       a  =  sin  u, 
so  ist 

oder: 


^} 


tgM  = 


|/l  —  a'  ■ 


arc  sin  a  =  arc  tg 


yi  —  a^ 
Diese  Formel  auf  unsere  3  aresin  angewandt,  giebt: 


Viereck  AB  CD  =  4r(&  arc  tg  --  +  &i  arc  tg  —  —  r  arc  tg  —A  , 


wo  c  für  ]/r^ 


b^^  gesetzt  ist.*) 


Fig.  3. 


§  2. 

Ueber  sphärische  Dreiecke,  worin  ein  "Winkel  und  seine  Gegenseite 
unendlich  klein  sind. 

Es  handelt  sich  hier  um  einige  Formeln,  die 
für  das  Folgende  von  Nutzen  sind.  Sei  ABC 
(Fig.  3)  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  der 
Winkel  ß  bei  B,  und  seine  Gegenseite  AC'==h 
unendlich  klein  sein  sollen.  Seien  die  anderen 
Seiten  BA  =  C  und  BC  =  c  -j-  d,  y  und  a  die 
Gegenwinkel  dieser  Seiten,  dann  ist  auch  d  un- 
endlich klein.  Fällen  wir  von  A  Loth  AD  auf 
BC,  welches  ebenfalls  unendlich  klein  ist.  Für 
alle  Fragen,  wo  unendlich  Kleine  zweiter  Ordnung 
in  ßezug  auf  die  Seiteu,  und  unendlich  Kleine 
erster  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Winkel  nicht  in 


*)  Der  körperliche  Inhalt  des  aus  der  Kugel  von  den  4  Ebenen  herausge- 
schnittenen Stückes  ergiebt  sich  hieraus  sehr  leicht,  wenn  man  dasselbe  vom 
Kugelmittelpunkt  aus  in  Pyramiden  und  Kegel  theilt,  welche  theils  den  Radius  r, 
theils  die  Abstände  h  und  &i  zu  Höhen  haben. 
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Erwägung  kommen,  gilt    dann    das    rechtwinklige  Dreieck  ADC  als 
eben.     Nun  ist  in  Dreieck  BAD 

cosc  =  cos  BD  cos  AD  =  cos  B Dil 

und  da  AD^  zu  vernachlässigen  ist: 

BD  =  AB  =  c 
also  DC  =  d,  und  im  ebenen  Dreiecke  ADC: 
(1)  d  =  b  cosy. 

Ferner  ist  in  Dreieck  ABC: 


4^ 

sinb 

sin  ß 

sine 

siny 

oder: 

(2) 

h  s'my 

sin  c 

smy 

=  ß  sine 

sin(c  +  d) 
sin  a 

oder, 

da  d  unendlich 

klein  ist, 

sina 

sin  y  (sin  c  +  cos  c  sin  d) 
sin  i^  c 

das  heisst 

sin  a  ==  sin ' 

y(l  -f  dcotc). 

Sei  noch 

ji  —  a 

=  y  +£, 

dann 

ergiebt 

sich: 

sin(y  -}-*)  =  (1  4"  '^  cotc)  sin  y. 
Für  die  linke   Seite   kann   wegen  des  unendlich  kleinen  s  auch 
geschrieben  werden: 

sin  y  -{-  £  cos  y, 
also: 

£  =  d  cot  c  tg  y, 

das  heisst 

(3)  "Tt  —  a  —  y  ==  d  tgy  cot  c  =  h  siny  cot  c  =  ß  cos  c. 

Der  Unterschied  von  a  -\-  y  und  2  Rechten  ist  also  von  gleicher 
Ordnung  mit  &  und  ß.     Nur  für  den  Fall  wo  eine  Seite  des  Dreiecks 

c  gleich  —  ist,   ist  cos  c  =  0,  also   das  Supplement  von  «  +  7  ^^^' 
schwindend  klein  gegen  h  und  ß. 

§  3. 
Beweis  des  Jakobischen  Satzes.     (§  99.    Anmerkung.) 
Dieser  Satz,  welcher  den  Gaussischen  mit  umfasst,  lautet: 
Wenn    in    einem    beliebigen,    von    Curven    gebildeten   Dreiecke, 
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im  Räume  je  2  Seiten  in  ihren  Schnittpunkten  gemeinschaftliche 
Hauptnormale  haben,  so  hat  das  Dreieck  folgende  Eigenschaft. 
Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  einer  Hülfskugel  mit  Radius  l, 
zu  jeder  Hauptnormale  des  ümfanges  unseres  Dreieckes  eine  Parallele, 
so  schneiden  diese  auf  der  Kugelfläche  ein  zweites  Dreieck  ab,  dessen 
Inhalt  gleich  dem  üeberschuss  der  Winkelsumme  des  gegebenen 
Dreiecks  über  %  ist;  (mit  umgekehrtem  Vorzeichen,  wenn  diese  Summe 
kleiner  als  n  ist). 

Von  diesem  Satze  soll  hier  ein  einfacher  Beweis  gegeben  werden. 
Sind  die   Winkel   des   Dreiecks   auf  der  Hülfskugel   aßy,   so  ist  der 
Inhalt  dieses  Dreieckes  nach  dem  Vorigen  gleich  a-\-  ß-\-  y  —  n  —  Edd". 
Die  letztere  Summe  lässt  sich  aber  hier  noch  anders  ausdrücken 
und    zwar    mit  Bezug    auf   das    ursprüngliche   Dreieck.     Seien   näm- 
lich LMNP  auf  einander 
folgende  Punkte  einer  Seite 
des     letzteren      (Fig.    4), 
Oe,  Of,  Og  die  3  Radien 
der  Hülfskugel  welche  den 
durch  i,    M  und  N   ge- 
legten Hauptnormalen  pa- 
rallel   sind,    seien    ferner 
Radien   Oa,   Oh,   Oc    den 
Elementen  LM,  MN,  NP 
selbst   parallel,    dann    ist 
im    sphärischen    Dreiecke 

hef  :hf  =—,  da,  Tangente 

Oh  auf  Normale  Of  senk- 
recht steht,  der  Winkel  bei  h  und  die  Seite  ef  unendlich  klein, 
folglich  (§2  Schluss),  wenn  wir  hef=cp,  hfe  =  il^  setzen:  cp  -{-  jI>  =  ti. 
Im  Dreieck  cfg  ist  aber  Winkel  cfg  =  cp-\-d(p,  setzt  man  nun  Seite 
ef  geodätisch  nach  fh  fort,  so  ist  gfli  in  Bezug  auf  das  Dreieck  auf 
der  Hülfskugel   der  in  §  1   mit  dd'  bezeichnete  Winkel,  aber: 

q)  +  ^  +  cfg  -\-  gfh  =  n, 
das  heisst: 

(p  -\-  -4}  -\-  d(p  -\-  d^  =  n, 
oder  wegen 

q)  -{-  ■^  =  n,       d(p  =  ~  dd-. 

Der  Winkel  q)  lässt  sich  aber  auch  leicht  in  Bezug  auf  das 
ursprüngliche  Dreieck  definiren.  Es  ist  derjenige,  welchen  die  2  auf 
einander   folgenden   Hauptnormalen   parallele  Ebene  (Oe/*)    mit    der 
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Krümmungsebene  {Oeh)  macht.  Bezeichnen  wir  diesen  Winkel  für 
den  Anfangspunkt  A  der  Linie  AC  mit  cp^,  und  für  Punkt  0  mit  (p^, 
so  ist  also  für  die  ganze  Linie  AC: 

2Jdd-  =  (Po  —  <Pi, 
seien    die    cp    entsprechenden    Winkel    für   Linie    AB    gleich    ilf^    in 
Punkt  B,   ti   in  ^,   und  für  Linie  BG  %q  in   C,  i^   in  B,    so    hat 
man  für  das  ganze  Dreieck  auf  der  Hülfskugel: 

^dd'  =  (pQ  —  <Pi  ■\- %  —  tt -\-  %o  —  %i' 
Legen  wir  nun  durch  eine  der  Ecken  A  (Fig.  4  a)  des  gegebenen 
Dreieckes  die  für  AC  und  AB  gemeinschaftliche  Hauptnormale  AD, 

ferner  die  benachbarten  Hauptnormalen 
AE  von  AB,  und  AF  von  AC,  ferner 
die  Tangenten  AH  2iü.  AC,  AG  an 
AB,  welche  Linie  wir  nach  G^  hin 
verlängern,  AL  und  AK  lothrecht 
auf  AD,  erstere  Linie  in  Ebene  DAE, 
letztere  in  Ebene  DAF,  und  ver- 
längern AL  nach  L^  hin,  es  liegen  dann 
die  4  Lothe  auf  AD:  AG,  AH,  AK, 
AL  in  einer  Ebene.  DAH  und  DAG 
"c  sind  dann  die  Krümmungsebenen  beider 
Curven  AC  und  AB,  es  ist  also 
Winkel  HAK=  ip^,  GAL  =  ti, 
Gl  AH  ==  A  ist  der  Winkel  bei  A 
für  das  gegebene  Dreieck,  KAL^  =  a 
der  Winkel  den  die  2  auf  einander 
folgenden  Hauptnormalen  beider  Curven  parallelen  Ebenen  mit  ein- 
ander machen,  d.  h.  der  A  entsprechende  Winkel  des  Hülfsdreieckes^ 
es   ist  dann: 

KAL  =  HAG  -f  LAG  -  KAH 
oder 

7t  —  a  =  71  —  A  -\-  ij^i  —  ^jj, 
ähnliche  Formeln  erhalten    wir  für   die  Ecken  B   und  C,  und   durch 
Addition  aller  drei  Formeln  ergiebt  sich  dann: 

^  +  ß  +  Y  -  ^  +  S  +  C  (<Po  -  (P,)  +  {to-  t,)  +  iXo  -  Xi) 
=  A-{-B  +  C+  2Jd& 

d.  h.  der  Inhalt  des  auf  der  Hülfskugel  gezogenen  Dreieckes,  den 
wir  gleich  cc  -{-  ß  -\-  y  —  Udd'  —  7C  gefunden  hatten,  nimmt  die  Form 
A  -{-  B  -\-  C  —  7t    an,    womit   unser    Satz    bewiesen   ist.      Wir    sind 


Joachimsthal,  Anwendung  d.  Differentialrechn.    2.  Aufl. 
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von  dem  Falle  ausgegangen,  dass  die  geodätisclie  Fortsetzung  von 
ef  ausserhalb  des  Dreiecks  fällt,  weshalb  auch  das  Vorzeichen  von 
ZldO'  richtig  ist. 

Anmerkung.  Ist  die  Winkelsumme  von  A  -\-  B  -\-  C  kleiner 
als  7C,  so  ist  der  Ausdruck  für  den  Inhalt  negativ,  was  sich  dann  auf 
die   gegenseitige  Lage  vom  ursprünglichen  und  Hülfsdreieck  bezieht. 

lieber  ein  neues  Coordinatensystem. 

§  4. 

Die  vorigen  Betrachtungen  gehen  davon  aus,  dass  man  statt 
der  gewöhnlichen  Coordinaten  gewisse  den  doppelt  gekrümmten 
Curven  angehörige  unendlich  kleine  Winkel  und  deren  Summen 
in  Betracht  zieht.  Wir  wollen  hier  diese  Betrachtungen  zur  Auf- 
stellung eines  neuen  Coordinatensystems  für  doppelt  gekrümmte 
Linien  erweitern,  welches,  da  es  nur  von  der  Lage  der  Curven-  und 
Winkel-Elemente  zu  einander  ausgeht,  namentlich  bei  solchen  Be- 
trachtungen Vortheil  gewährt,  wo  es  sich  weniger  um  die  Lage  als 
um  die  Gestalt  der  Curven  handelt. 

Zu  dem  Ende  betrachten  wir  zur  Bestimmung  des  Punktes  M 
einer  Curve  folgende  drei  Grössen: 

1)  Die  Bogenlänge  von  einem  festen  sonst  willkürlichen  Punkte 
an  gerechnet  bis  M,  diese  Länge  sei  gleich  s. 

2)  Die  Summe  aller  unendlich  kleinen  Winkel,  welche  je  zwei 
auf  einander  folgende  Tangenten  von  einem  gegebenen  Punkte  bis  zum 
Punkte  M  mit  einander  machen,  diese  Winkelsumme  sei  l,  also  dl 
der  Winkel  zweier  nächsten  Tangenten.  Bemerken  wir  noch,  dass, 
wenn  die  Curve  mit  ihrer  Tangentenschaar  in  die  Ebene  gewickelt  wird, 
dl  sich  nicht  ändert,  also  l  auch  der  Winkel  ist,  der  nach  erfolgter  Ab- 
wickelung von  der  Tangente  in  M  mit  einer  Anfangsrichtung  der 
Tangente  gebildet  wird. 

3)  Die  Summe  aller  unendlich  kleinen  Winkel,  welchen  je  zwei 
auf  einander  folgende  Krümmungsebenen  von  einem  gegebenen  Punkte 
bis  zum  Punkte  iHf  mit  einander  machen,  diese  Summe  sei  gleich  m, 
also  dm  der  Winkel  zweier  nächsten  Krümmungsebenen. 

Wir  gestatten  uns,  diese  drei  Coordinaten  s,  l,  m  jede  von  einem 
andern  Anfangspunkte  aus  zu  zählen,  schliessen  auch  nicht  ganz 
aus,  dass  wir  die  Curve  beliebig  verlängern,  und  die  Coordinaten 
von  irgend  einem  Punkt  dieser  Verlängerung  aus  zählen,  die  wir 
dann  als  zur  Curve  gehörig  betrachten.  Wollen  wir  die  Coordinaten 
ändern,   so  können   wir  nur  die  Anfangspunkte   oder    die  Richtung, 
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in  der  wir  von  Punkt  zu  Punkt  fortschreiten,  ändern,  in  welchem 
letzteren  Falle  nur  das  Vorzeichen  sich  ändert,  es  werden  also  die 
neuen  Coordinaten  s,  l,  m  sich  durch  die  alten  immer  durch  die 
Formeln: 

Sx  =  cc  -jz  ^}  h  =  ^  :hh  fn^  =  c  ^m 
ausdrücken,  wo  a,  h,  c  beliebige  Constanten  sind.  Andere  Trans- 
formationsformeln sind  unmöglich  und  es  können  daher  unsere  Coor- 
dinaten als  die  der  einfachsten  Transformationen  bezeichnet  werden. 
Um  die  Curve  zu  bestimmen,  sind  zwei  Gleichungen  nöthig,  die 
wir  in  der  Regel  unter  der  Form: 

s  =  f{l),    m  =  cp{T) 

schreiben;  l  und  m  nennen  wir  die  Gesammtkrümmungen  unserer 
Curve  und  bezeichnen  l  als  Linienkrümmung,  m  als  Flächenkrümmung, 
die  Gleichung  m  =  cp  (l)  möge  daher  Krümmungsgleichung  heissen, 
die  erste  Gleichung  s  =  f(l)  bezeichnen  wir  als  Bogengieichung. 

Wollen  wir  diese  Betrachtungen  auch  auf  ebene  Curven  anwenden, 
so  ist  dm  =  0,  also  m  constant,  es  ist  dann  nur  eine  Gleichung 
s  =  f{T)  nöthig.  Da  s  und  l  sich  übrigens  nicht  ändert,  wenn  eine 
Curve  in  die  Ebene  gewickelt  wird,  so  stellt  die  Bogengieichung 
zugleich  die  aus  Abwickelung  der  gegebenen  erzeugte  Curve  dar.  Da 
jede  doppelt  gekrümmte  Linie  zugleich  Wendungskante  einer  abwickel- 
baren Fläche  ist,  so  wird  diese  Fläche  ebenfalls  durch  unsere  Glei- 
chungen bestimmt,  und  können  dieselben  auch  auf  diese  Fläche 
bezogen  werden.  Dann  gehört  jede  Krümmungsgleichung  unendlich 
vielen  abwickelbaren  Flächen  an.  Unter  diesen  Flächen  wird  immer 
ein  Kegel  sein,  für  diesen  ist  ds  =  0,  also  s  constant,  da  die  Wen- 
dungskante ein  Punkt  ist.  Dieser  Kegel  möge  der  Krümmungskegel 
heissen,  man  kann  alle  Curven,  die  gleiche  Krümmungsgleichung 
haben,  dann  als  zu  demselben  Krümmungskegel  gehörig  betrachten. 
Der  Cylinder  gehört  auch  zu  den  abwickelbaren  Flächen,  für 
einen  solchen  ist  offenbar  dl  ==  0,  also  l  ==  Consi,  dies  ist  die 
Krümmungsgleichung  des  Cylinders.  Die  Bogengieichung  wird  für  ihn 
illusorisch.  Man  kann  jedoch,  um  denselben  zu  bestimmen,  die  Glei- 
chung seiner  Basis,  also  der  auf  seiner  Seite  senkrechten  ebenen 
Cur,ve  betrachten.  Der  Winkel  zwischen  zwei  nächsten  Tangenten 
dieser  Basis  ist  dann  offenbar  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Tangentialebenen  des  Cylinders,  und  da  dieser  gleich  dtn 
ist,  so  haben  wir,  wenn  s^  l^  Bogenlänge  und  Tangentialebene  für 
die  Cylinder- Basis  sind,  die  Gleichung  m  =  \,  so  dass  die  Gleichung 
der  Basis  die   Form   s^  =  F(m)  hat.     Will  man  von  diesen  neuen 

14* 


—     212     — 

Coordinaten  zu  den  rechtwinkligen  übergehen  oder  umgekehrt,  so 
hat  man  die  Ausdrücke  für  ds,  dl,  dm  (Abschnitt  I)  einzusetzen. 
Dies  führt  im  Allgemeinen  zu  complicirten  Formeln.  Jedoch  für 
ebene  Curven  werden  dieselben  sehr  einfach,  es  ist  nämlich  bekanntlich: 

dx  =  cos  (l  -\-  c)  ds,     dy  =  sin  (l  -f-  c)  ds, 

wenn  c  der  Winkel  der  Anfangstangeute  mit  der  Axe  der  x  ist. 

Aus  diesen  Formeln,  oder  in  der  Regel  noch  leichter  aus  den 
Eigenschaften  der  Curven  selbst,  ergeben  sich  die  Gleichungen  ver- 
schiedener Curven  in  den  neuen  Coordinaten.  Wir  führen  von  den- 
selben zunächst  folgende  an: 

l  =  c  für  die  gerade  Linie, 

s  =  rl  für  den  Kreis, 

s  =  A  sinl  für  die  Cycloide, 

s  =  Ä  sin  al  für  die  Epicycloide  und  Hypocycloide, 

s  =  4  tg  1  für  die  Kettenlinie. 

s  ==  Ae"''  für  die  logarithmische  Spirale, 

s  =  AI  -{-  Bl^  für  die  Kreisevolvente. 


§  5. 
Von    dem   eben   definirten   Coordinatensystem    machen   wir  jetzt 
einige  Anwendungen. 

Bezeichnen  wir  die  Wendungskante  einer  abwickelbaren  Fläche 
mit  L  und  eine  auf  dieser  Fläche  irgendwie  gezeichnete  Curve  mit 
C,  es  soll  der  Zusammenhang  zwischen  diesen  Curven  L  und  C  durch 
die  in  Rede  stehenden  Coordinaten  ausgedrückt  werden. 

Zu  dem  Ende  mögen  sich  die  Coor- 
dinaten slm  auf  L  und  <?Aft  auf  C  be- 
ziehen. Sei  (Fig.  5)  v  der  Winkel  eines 
Elementes  von  C,  PQ,  mit  der  durch  das- 
selbe gehenden  Tangente  3IP  von  L,  und 
w  der  Winkel  der  Krümmungsebene  PQR 
von  C  in  Punkt  P,  mit  der  von  L,  PQM, 
d.  h.  mit  der  Tangentialebene  der  abwickel- 
baren Fläche.  Es  sind  hier  PQB  drei  auf 
.__j/  einander  folgende  Punkte  der  Curve  C, 
MA  zwei  der  Curve  L,  es  ist  also  PQ  =  d6, 
BM  =  ds,  Winkel,  PMQ  =  dl,  sei  ferner 
MP  =  Q,  also  MQ  =.  Q  -\-  dQ  —  ds,  Winkel  3IQP  =  n  —  v  —  dl, 
und  wenn  man  Loth  PN  auf  MQ  fällt,  NQ  =  PQ  cos  (n  —  v  —  dl), 
mit  Vernachlässigung  der  unendlich  Kleinen  zweiter  Ordnung,  d.  h. 
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(1) 


d{Q  —  s)  =  —  dö  cos  V 

In  Dreieck   PNM  ist    dann; 


PN  =  Q  sin  dl 


JBT 


ferner  PN  =  dö  sin  v. 
=  Qdl,  d.  1). 

(2)  Qdl  =  sin  vdö, 

aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  q: 

(3)  dys  —  sin  v  ~~\  =  cos  vd6 

oder: 

ds  .         d^a        n  da 

-T-j  —  sm  V  -77ä  =  2  cos  V  -y-, , 
dl  dr  dl' 

eine  Gleichung,  die  zur  Bestimmung  von  ö  dient. 

Um  l  und  ft  zu  bestimmen,  verlängern  wir  PQ  nach  Pj.     Seien 
QR  und  jRÄ  die  nächsten  Elemente   der  Curve  C,  QT  parallel  RS 
machen  w^ir  dann:   QP^  =  QR  =  QT  =  QU,   wo  H  ein  Punkt  auf 
^Jf  ist,   und  legen   durch  die  Endpunkte   dieser  Linien   eine  Kugel 
Fig.  5a.  mit  Mittelpunkt  Q,   so  erhalten   wir  da,s  sphä- 

rische Viereck  HP^  RT  Fig.  5a.  In  diesem  ist 
Winkel  HQR  oder  Bogen  HR  =  v,  wenn 
wir  QR  als  das  Element  annehmen,  das 
mit  der  Erzeugungslinie  MQ  den  Winkel  v 
macht,  ferner  Winkel  MPQ  =  v  —  dv,  also 
Winkel  HQP^  oder  Bogen  HP^  =v  —  dv-{-  dl, 
Winkel  P^QR  oder  Bogen  P^R  =  dk,  der 
Winkel  zwischen  P^QM  und  P^QR  oder  Winkel 
HP^R=^w,  der  Winkel  zwischen  MQR  und 
RQT  oder  Winkel  HRT  =  w  ~\-  dw,  der 
Winkel  zwischen  P^QR  und  i^^T  oder  Winkel 
PiRT='jt  —  dfi,  der  Winkel  zwischen  P^QM 
und  RQM  oder  Winkel  P^HR  =  dm.  Im  Dreieck  P^HR  sind  somit 
PiÄ"  =  V  —  cZv  +  rZZ,  P^P  =  fU,  fiP  =  V,  Winkel  H  =  (?m,  Winkel 
Pi  =  w,  Winkel  R  =  7t  —  w  —  dw  —  dfi. 

Für    dieses    Dreieck    gelten    die  Formeln  (1)  bis   (3)   des  §   2; 
worin  zu  setzen  ist:  -  - 

h  =  dX,  ß  =  dm,  c  =  V  —  dv  -\-  dl,  d  ==  dv  —  dl,  a  =  w, 
y  =■  %  —  w  ~  dw  —  d\i, 
also 

%  —  a  —  y  =  dw  -\-  d(i. 

Diese  Formeln  geben  dann: 

(4)  d  (l  —  v)  =  cos  wdl 

(5)  sin  wdX  =  sin  vdm 

(6)  d  (w  -{-  ^)  =  cos  vdm . 


5*. 
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Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  w,  k  und  ^,  wenn  l,  m  und  v 
bekannt  sind,  in  Verbindung  mit  Gleichung  (3)  und  nach  Elimination 
von  w  ist  also  unser  Problem  gelöst. 

Fig.  5b.  Ist  die  abwickelbare  Fläche  ein  Kegel,  so  ist  ^s  =  0 , 

ist  sie  ein  Cylinder,  so  wird  Gleichung  (3)  illusorisch. 
Führen  wir  statt  deren  die  Coordinaten  s^  und  m  der 
Basis  des  Cylinders  an.  Sei  AB  (Fig.  5b)  ein  Element 
dieser  Basis,  AC  eins  der  Curve  C,  dann  ist  Winkel  BAC 

==  v  —  ^,  also  AB  =  AC  sin  v,  oder: 

NT"-^  (3  a)  ds^  =  d<3  •  shi  V , 

^      ausserdem  ist  in  Gleichung  (4)  dl  =  0  zu  setzen.     Denken 
wir  uns  jetzt  die    abwickelbare  Fläche    in   die  Ebene    ge- 
wickelt, so  bleiben  s,  l  6  und  v  unverändert,   es  gilt  also  Gleichung 
(3)  für  die  beiden  Curven,  die  sich  aus  L  und  C  bei  der  Abwicklung 
ergeben. 

Sei  ferner  dk^  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Elementen  der  Curve,  die  sich  aus  C  ergiebt,  so  wird  dieser  Winkel 
die  Differenz  zwischen  MQR  =  v  und  MQP^  =  v  —  dv  -j-dl  (Fig.  5) 
sein,  also; 

(7)  dXi  =  dl  —  dv,     A^  ==  Z  —  v  -\-  Const. 

Für  den  Cylinder  also  A^  =  Const.  —  v. 

Die  Gleichung  (3)  wird  dann  die  Form  annehmen: 

(8)  d{s-  sin  V  -^^^)  =  dö  .  cos  v 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  ebenen  Curve,  in  die  sich 
C  verwandelt. 

Aus  den  Formeln  (4)  bis  (6),  welche  k^w  nur  durch  Imv  be- 
stimmen, ergiebt  sich  noch  das  allerdings  an  sich  einleuchtende 
Resultat:  Der  Krümmungskegel  einer  Curve  auf  einer  abwickelbaren 
Fläche  ist  nur  von  dem  Krümmungskegel  dieser  Fläche  abhängig. 

§6. 
Die    eben    gefundenen    allgemeinen    Formeln    wollen   wir    jetzt 
specialisiren.     Als  ersten  Fall  nehmen  wir  an,  dass  die  Curve  C  eine 
kürzeste  Linie  auf  der  abwickelbaren  Fläche  sei.     Sie  giebt  dann  ab- 
gewickelt   eine   Gerade,    es   ist   folglich   dX^  =  0,   also    wegen    (7) 

V  =  l  -{-  c,  und  wegen  (4)  w  =  —,  wie  schon  bekannt  ist. 

Die  Gleichungen  (3)  (5)  und  (6)  geben  dann : 
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(a)  2  ^  cos  (l  +  c)  =  ^^  -  siu  {l  +  c)  -^-^ 

(b)  dl  =  sin  (^  -f-  c)  dm 

(c)  f?^  =  cos  (l  -{-  c)  dm 
Für  den  Cylinder,  wo  l  ==  Consi,  erhalten  wir: 

(d)  dSj^  =  d<3  •  sin  (l  -\-  c)  oder:  s^  =  6  sin  {l  -{-  c)  -\-  q 
und  wegen  der  Gleichungen  (b)  und  (c): 

(e)  A  ==  w  sin  (l  -\-  c)  -\-  c^ 

(f)  ^  =  m  cos  (?  +  c)  -j-  C3 

also  nach  Elimination  von  m: 

l  —  c^  =  {^~  C3)  tg  (Z  +  c) . 

Dies  ist  die  Krümmungsgleichung  der  kürzesten  Linie  auf  dem  Cy- 
linder  oder  der  allgemeinen  Schraubenlinie,  sie  ist  also  immer  linear, 
umgekehrt  gehört  eine  lineare  Krümmungsgleichung  immer  einer 
Schraubenlinie  an.  Diese  Gleichung  lässt  sich  durch  Coordinaten- 
transformation  übrigens  auf  die  einfachere  Form  bringen:  A  =  fi  tg  «, 
wo  a  =  l  —  c,  also  constant  ist. 

Für  den  Rotationskegel  lässt  sich  die  Krüm- 
mungsgleichung leicht  direct  finden.  Seien  (Fig.  6) 
BÄ  und  DA  zwei  auf  einander  folgende  Seiten  des- 
selben, ÄC  seine  Axe,  BAC  =  a  der  halbe  Scheitel- 
winkel, BC  und  DC  bezüglich  auf  BA  und  DA 
senkrecht,  dann  ist: 

Winkel  BAD  =  dl,     BGB  =  dm, 

BD  =  BAdl  =  BC'  dm  =  BAtga  dm, 
woraus  sich  l  =  tn  ig  a  -}-  Const.  ergiebt. 

Die  Uebereinstimmung  dieser  Gleichung  mit  der  Krümmungs- 
gleichung der  Schraubenlinie  lehrt  folgenden  Satz: 

Der  Krümmungskegel  irgend  einer  Schraubenlinie  ist  immer  ein 
Rotationskegel,  und  dieser  letztere  gehört  allen  Schraubenlinien  an, 
welche  die  Seite  des  zugehörigen  Cylinders  unter  demselben  Winkel 
V  schneiden.  Betrachten  wir  noch  den  Fall,  wo  die  betreffende 
Schraubenlinie  einem  Rotationscylinder  angehört.  Es  ist  dann,  da 
die  Basis  desselben  ein  Kreis  ist:  s^  =  rm,  also  rm  =  0  sin  (Z  +  c)  -f-  c, , 
woraus  sich  wegen  Formel  (e)  eine  lineare  Gleichung  zwischen  a  und  A 
ergiebt. 

Also:  Die  Bogengleichung  einer  gewöhnlichen  Schraubenlinie  ist 
ebenfalls  linear.     Wird  dieselbe  also   mit  ihrer  Tangentenschaar  in 
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die    Ebene    gewickelt,    so    verwandelt    sie    sich   (nach   §  5)    in  einen 
Kreisbogen. 

Die  Gleichungen  (c)  und  (b)  geben  aber  eine  allgemein  bemerkens- 
werthe  Eigenschaft  der  kürzesten  Linien  auf  abwickelbaren  Flächen 
an.  Vergleicht  man  nämlich  diese  Gleichungen  mit  den  in  §  4  an- 
geführten: 

dx  =  ds  •  cos  {l  -\-  c),     dy  =  ds  •  sin  {l  -j-  c), 
welche  für  ebene  Curven  gelten,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Denkt  man  sich  die  Linienkrümmung  l  irgend  einer  abwickel- 
baren Fläche  als  Winkel  der  Tangente  einer  ebenen  Curve  mit  einer 
beliebigen  Richtung  in  ihrer  Ebene,  etwa  der  der  x-kxQ,  und  die 
Flächenkrümmung  m  als  Bogenlänge  dieser  ebenen  Curve  dargestellt, 
so  sind  /L  ^i,  also  die  Gesammtkrümmungen  der  kürzesten  Linie  auf 
der  abwickelbaren  Fläche,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  dieser 
ebenen  Curve. 

Von  den  unendlich  viel  möglichen  Systemen  solcher  recht- 
winkliger Coordinaten  bezieht  sich  dann  jedes  auf  eine  andere 
kürzeste  Linie  der  abwickelbaren  Fläche.  Gehen  wir  z.  B.  von  der 
Schraubenlinie  aus,  so  giebt  die  lineare  Krümmungsgleichung  derselben 
als  Bogengleichung  einer  ebenen  Curve  betrachtet  einen  Kreis,  und  die 
Gleichung  desselben  in  rechtwinkligen  Coordinaten  A  und  ft  ist  be- 
kanntlich: (A  —  Jif  +  (ft  —  lif  =  B^,  dies  ist  also  die  Krümmungs- 
gleichung der  kürzesten  Linie  auf  der  von  den  Tangenten  einer 
beliebigen  Schraubenlinie  gebildeten  abwickelbaren  Fläche.  Die- 
selbe Krümmungsgleichung  findet  nach  dem  Obigen  für  die  kürzeste 
Linie  auf  den  Rotationskegel  statt. 

Suchen  wir  noch  für  die  abwickelbaren  Flächen,  deren  Wendungs- 
kante die  gemeine  Schraubenlinie  ist,  die  Bogengleichung  der 
kürzesten  Linie. 

Durch  Coordinatentransformation  lassen  sich  die  linearen  Glei- 
chungen dieser  Schraubenlinie  immer  auf  die  Form  bringen  s  =  Äl, 
l  "=  Bm,  also  wegen  Gleichung  a: 

c>  da  .  .        d'a 

dv  dv^' 

wo  wieder  v==l-{-  C  gesetzt  wurde.    Diese  lineare  Differentialgleichung 

ist  leicht  zu  integriren.     Setzen  wir  j- =  pg_,  ^o  eine  der  Grössen 

p  oder  q  ganz  beliebig  ist,  es  uns  also  freisteht,  eine  zweite  beliebige 
Gleichung  zwischen  p  und  q  anzunehmen,  so  kommt: 

2pq  dosv  =  A  ~  ^\n  V  (p  ^  -{-  q  J|)  . 
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Die  bis  jetzt  beliebige  Gleichung  zwischen  p  und  q  wählen  wir  so, 
dass  der  Factor  von  p  verschwindet,  dadurch  zerfällt  die  letzte  Glei- 
chung in  2  andere: 

n  .         da  .  .         dp 

2  q  cos  V  =  —  sin  v  ^  ,        A  =^  q  s\nv  -j'-  . 

UfV  U/V 

Das  Integral  der  ersteren  ist: 

Q 

2 lg  sin  v  =  Ig-^, 

wo  Ci  die  Integrationsconstante  ist,  d.  h.: 

q  sin  v^  =  Cj , 

die  Constante  kann  übrigens  beliebig,  z.  B.  gleich  1  angenommen 
werden,  da  nur  eine  Integrationsconstante  erforderlich  ist,  und  diese 
sich  aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt;  diese  Gleichung  wird  jetzt 
heissen: 


1 

sin  ■ 

V  d 

und 

ihr 

Integ] 

ral  ist: 

p  = 

A 

cos  V  -\-  c.^, 

man 

hat 

also: 

da 

dv 

=  pq 

= 

— 

Ä  cos  V    , 

sin  i;^      '' 

sin  «5^ 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  dann: 

A  A 

(3  =  -. Cn  cos  V  4-  Co  oder  ö  =  .    ,,  -. — r  =  CL  cot  (^  +  c)  +  Coi 

sin  w  ^  >       ö  sin  ({ +  c)  ^  \      i      /    i       d  7 

aus  den  Gleichungen  (h)  und  (c)  ergiebt  sich  jetzt: 

dX  =  B  sin  {l  -\-  c)  dl,       d^  =  B  cos  {l  -f-  c)  dl, 

oder 

X  =h  —  B  co^(l  -\-  c) ,       ft  ==  Ä;  -f-  i?  sin  (Z  4-  c) , 

daraus  folgt  die  schon  bekannte  Gleichung: 

{l  -  lif  +  (^  -  hf  =  B\ 

andererseits  erhalten  wir  für  6: 

g  (f^  —  fc)  _  j  _i_  /^  (ft  -  ^)    ,    (^  —  h)C^ 
B      —  ^  i-  ^3  -^      I         ß       • 

Man  kann  aber  auch  die  Constanten  h,  li  und  Cg  durch  Coordinaten- 
transformation  zum  Verschwinden  bringen,  und  dann  wird  die  Krüm- 
mungsgleichung unserer  Curve: 

A2  _|_  ^2  _  ß2 

und  die  Bogengleichung 

cli=AB-^C^K 
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Sucht    mau    die   kürzeste    Linie    auf   den   liotationskegel,    so    ist    in 
unsern  Gleichungen  ds  =  0,  also  ^  =  0  zu  setzen,  und  man  hat: 

A2  -f  u2  _  J^2  ^  _  -    M-- . 

§  7. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  den  Fall,  wo  der  Winkel 
V  einen  constanten  Werth  hat.  Bekanntlich  nennt  man  eine  Curve, 
welche  eine  Schaar  gegebener  Linien  unter  gleichem  Winkel  schneidet, 
Trajectorie  dieser  Linien.  Es  handelt  sich  also  hier  um  die  Tra- 
jectorie  aller  Tangenten  einer  Curve  doppelter  Krümmung.     Für  den 

Fall,  wo  v  =  —  ist,  haben  wir  dann  die  Evolvente  dieser  letzteren  Curve. 

Im   allgemeinen  Falle   wird   die  Gleichung  3   des   §  5,  nämlich 

ds  .        d^G        et  da 

3T  —  sm  V  -TT¥  =  2  ', ,  cos  V 
dl  dl  dl 

leicht  zu  integriren  sein.     Wir  erhalten  das  erste  Integral: 

s  —  sin  V  -Ti  =  h  -{-  20  cos  v. 
dl  ' 

Setzen  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen  in  dieser  linearen  Gleichung 
<J  =  pq,  also 

s  —  smv(p-£-y  q  ^^  =  h-\-  2pq  cos  v, 

und   nehmen  dann   den  Factor   von  p  gleich  Null  an,   so  haben  wir 
die  beiden  Gleichungen: 

dq       (^  .  dp       -, 

—  sm  V  v?  =  2q  cos  v,       s  ~  sin  vq  -,,  ==  h. 

Das  Integral  der  ersteren  ist: 

\gq=  —  2\gcotv, 
wenn  wir  die  Constante  gleich  Null  setzen,  oder 

Q  g  —  21  cot  V 

dies  in  die  zweite  einsetzend,  erhalten  wir: 

S  —  h  =  e-2«cotr  giß^  ^    Q^gp    (-g  _  J^^^  g2«cot»  ^i  ^  ^^j  .  g-jj  ^ 

und  durch  Integration: 

■^         sm  V  ^  2  cos  V 
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wo    die   Integrationsconstante  in  f  s  e^^'^''^'' dl    schon    eingeschlossen 
ist,  und  wegen  o=pq,  haben  wir  endlich: 

„—21  cot  V    f*  r, 

(I)  6  =  -^ /  s  ■  e'^'^'^^'dl  —  —^ — 

sin  V     ^  2  cos  V 

Ist   aber  die   abwickelbare  Fläche   ein  Cylinder,  so  haben  wir  nach 
§  5  3a: 

(I  a)  Si  ==  (?  sin  v  -\-  h. 

Bestimmen  wir  jetzt  die  Bogengleichung  der  Trajectorie. 
Die  Gleichung  6  des  §  5  giebt: 

(II)  w  -\-  fi  =  m  cos  V  -{-  B 
und  die  Gleichungen  4  und  5: 

(III)  dl  =coswdl 

(IV)  d  {m  sin  v)  ==  sin  wdl. 

Es  folgt  hieraus  wie  im  vorigen  Paragraphen,  dass  wenn  man  A 
als  Bogenlänge  w  oder  m  cos  v  —  ^  als  Tangentialwinkel  einer 
ebenen  Curve  betrachtet,  dass  dann  l  und  m  sin  v  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  dieser  Curve  vorstellen. 

Ist  die  abwickelbare  Fläche  ein  Cylinder,  so  hat  man  statt  (II), 
(III)  und  (IV): 
(IIa)  ^  =  mco8v-\-Bi, 

(Illa)  ^  =  I  ? 

(IVa)  A  ==  m  sin  V  +  0  ■ 

aus  (IIa)  und  (IVa)  ^rgiebt  sich  dann: 

fi  ==  (A  —  c)  cot  V  -f-  J^i , 
also  eine  lineare  Gleichung,  d.  h.: 

Die  Curve,  welche  die  Seiten  eines  Cylinders  unter  gleichem 
Winkel  schneidet,  ist  immer  eine  Schraubenlinie.  (Dieser  Satz  ent- 
hält indess  eigentlich  nur  die  bekannte  Definition  der  Schrauben- 
linien.) 

Denken  wir  uns  jetzt  die  abwickelbare  Fläche  mit  ihrer  Wendungs- 
kante und  der  Trajectorie  ihrer  Tangenten  in  die  Ebene  gewickelt, 
so  werden  diese  beiden  Curven  ihre  Beziehung,  die  letztere  nämlich 
als  Trajectorie  der  Tangenten  der  ersteren,  bezüglich  als  Evolvente 
und  Evolute  beibehalten,  da  Winkel  v  ebenso  wie  l  hierbei  unverändert 
bleibt,  dann  haben  wir  wegen  §  5,  7:  A^  ==  ?  —  v  und  wegen  Glei- 
chung 1: 


—  2(^1  + e)  cot»   r* 
(V)  (J=? : /  S.e2(;ii-fr)cot«^3 


2  C08V 
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Und  dies  ist  die  Gleichung  irgend  einer  Trajectorie  für  die  Tangenten 
einer  durch  s  und  l  gegebenen  ebenen  Curve.    Wenn  die  Evolute  dieser 

ebenen  Curve  gesucht  wird,  also  v  ==  ~  ist,  so  w^ird,  da  der  Nenner 

des  zweiten  Gliedes  unendlich  ist,  diese  Formel  illusorisch,   die  Glei- 
chung 3  des  §  5  giebt  dann  aber  direct: 


d.  h. 


ds d^6 

dl  ~  TP' 


de    ,    , 


dl 


oder 

6  =fs  dl  ~  hl, 
also  auch: 

(Va)  6  —  fs  dXi  —  h^i, 

wo  fs  dk^  schon  die  Integrationsconstante  enthält. 

Machen  wir  von  diesen  Gleichungen  einige  Anwendungen  zu- 
nächst auf  ebene  Curven: 

Für  den  Kreis  ist  s  =  rl  =  r  (Aj  -|-  v)  und  Gleichung  (V)  giebt: 

a  =  -— -  (2-{-v  —  ~  tg  v)  —  ^ L-  £  .  e-  2  (^x  +  f)  cot. 

2  cos  v  \  1     '  2     °     /         2  cos  V    ' 

Durch  Coordinatentransformation  kann  man  die   Constanten  -, 

2  cos  V ' 

V  —  ^  tg  v  zum  Verschwinden  bringen  und  unsere  Gleichung  nimmt 
dann  die  einfachere  Gestalt  an: 

Für  die  Kreisevolvente  er  giebt  sich  aus   Va: 

Suchen  wir  jetzt  die  Evolvente  einer  logarithmischen  Spirale.  Deren 
Gleichung  ist:  s  =  Äe"^,  und  die  Gleichung  Va  nimmt  die  Form  an: 
<?  =  ge"^'  -\-giX.  Die  identische  Form  der  entsprechenden  Gleichungen 
zeigt  nun: 

Die  Evolvente  einer  logarithmischen  Spirale  ist  zugleich  die 
Trajectorie  der  Tangenten  eines  Kreises.  Sei  ferner  eine  Epicycloide 
oder  Hypercycloide  gegeben.  Die  Gleichung  dieser  Curven  war: 
s  =  ^sinaZ.  Aus  Va  ergiebt  sich  dann  für  die  Evolventen  eine 
Gleichung  von  der  Gestalt:  ö  =  k  C08  (alj) -{- Jc^Xi.  Wir  wollen 
jedoch  wieder  zu  den  allgemeineren  Betrachtungen  über  Curven 
doppelter  Krümmung  zurückkehren. 
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Für  die  Schraubenlinie  und  den  Rotationskegel  können  wir 
m  =  Äl  setzen,  für  die  Trajectorie  der  Tangenten  der  Ersteren,  und 
der  Seiten  des  Letzteren  geben  die  Gleichungen  III  und  IV: 

dl  =  cos  w  dk  ,     A  Bmv  dl  =  sin  w  dX ,  d.  h.  igw  ==  A  sin  v , 
es  ist  also  w  constant  und  wir  erhalten  l  ==  X  cos  iv  -\-  c. 

Durch  Gleichung  II  erhalten  wir  dann: 

fi  =  m  cos  V  -{-  Ci^  =  AI  cos  i;  +  Cj  =  AX  cos  v  cos  w  -{-  c^, 
also    eine  lineare  Beziehung  zwischen  X  und  ft,   die  betreffende  Tra- 
jectorie ist  also  ebenfalls  eine  Schraubenlinie. 

Ist  die  ursprüngliche  Schraubenlinie  das  gewöhnliche,  so  giebt 
sie  nach  §  6  mit  ihren  Tangenten  abgewickelt  einen  Kreisbogen,  und 
die  dadurch  mit  abgewickelte  Trajectorie  wird  also  die  der  Tangenten 
eines   Kreisbogens,   d.  h.  die  Evolvente   der  logarithmischen   Spirale. 

Suchen  wir  aber  für  diesen  Fall  noch  denjenigen  Cylinder,  zu 
welchem  die  Trajectorie  als  kürzeste  Linie  gehört. 

In  der  Gleichung  der  Kreistrajectorie : 
0  =  cAi  +  q  ?«^' , 
welche  für  diese  Trajectorie  gilt,  haben  wir  zunächst  wieder 

X^  =  l  —  V  -\-  const 
(§  5,  7),  wo  V  constant  ist,  oder  da  zwischen  ?  und  X  eine  lineare  Be- 
ziehung   stattfindet,    bei    angemessener    Bestimmung    der    Constanten 
X^  =  aX  -\-  h  zu  setzen,  man  kann  also  bei  leichter  Coordinatentrans- 
formation  auch  schreiben: 

a  =  hX  -\-]ce-"^. 
Dies  ist  die  Bogengleichung  der  betreffenden  Trajectorie  für  den- 
jenigen Cylinder,  dessen  kürzeste  Linie  sie  ist,  wollen  wir  in  den 
Formeln  d  und  e  des  §  6  t,  m,  v  =  l  -\-  c  bezüglich  für  l,  m  und  v 
schreiben,  dann  erhalten  wir  s  =  6  sin  v  ,  X  =  m'  sin  v  ,  diese  Werthe 
werden  in  den  hier  gefundenen  für  6  eingesetzt,  und  wir  erhalten 
eine  Gleichung  von  ganz  ähnlicher  Form: 

d.  h.  da  m    die  Linienkrümmung  der  Cylinderbasis  ist: 

Die    Trajectorie    der    Tangenten    der    Schraubenlinie    auf    einem 

Rotationscylinder    ist  ebenfalls   eine   Schraubenlinie,    aber  auf  einem 

Cylinder,  dessen  Basis  die  Evolvente  einer  logarithmischen  Spirale  ist. 
Für  die  Trajectorie  der  Seiten  eines  Rotationskegels,  wo  ds  =  0, 

s  also  constant  ist,  giebt  Gleichung  I: 

2  C08  V    '  sm  V 
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d.   h.    wenn    man    durch    Coordinatentransformation    die    Constante 

— zum  Verschwinden  bringt:  6  =  ce''^^ . 

2  cos  V  ° 

Dies  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale  selbst. 

Wir  können  nun  ganz  wie  oben  zeigen,  dass,  wenn  man  statt 
6  und  A'  die  Grössen  s^  und  m  einführt,  eine  Gleichung  von  ganz 
derselben  Form  entsteht.     Also: 

Die  Trajectorie  der  Seiten  eines  Rotationskegels  ist  eine  Schrau- 
benlinie auf  einem  Cylinder,  welcher  eine  logarithmische  Spirale  zur 
Basis  hat. 

§8. 

Wir  wollen  den  Fall,  wo  v  =  -^  ist,  d.  h.  die  Evolventen  einer 

gegebenen  Curve  zu  bestimmen  sind,  jetzt  noch  besonders  betrachten; 
in  diesem  Falle  geben  die  Formeln  (I)  bis  (IV)  des  vorigen  Para- 
graphen : 

(Ib)  G=fsdl  —  hl 

(IIb)  w-\-  iJL  =  B 

(Illb)  dl  =  cos  {B  —  ii)dX 

(VIb)  dm  =  sin  (B  —  fi)dX. 

Da  man  für  B  —  ^  durch  Coordinatenverwandlung  auch  fi 
schreiben  kann,  so  zeigen  diese  Formeln  an: 

Wenn  X  als  Bogenlänge,  fi  als  Tangentenwinkel  einer  ebenen 
Curve  betrachtet  werden,  so  sind  l  und  m  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  derselben. 

Ist  z.  B.  die  Evolute  eine  Schraubenlinie,  also  w  =  ^  tg  a,  so 
geben  die  Gleichungen  (IIb)  und  (III b)  w  ==  B  —  ^  =  a,  also  ft 
constant,  die  Evolvente  ist  somit  eine  ebene  Curve,  ferner: 

^  l  —  k 
cos  a 

Sei  nach  s  =  Äl,  also  die  Schraubenlinie  eine  gewöhnliche,  so 
ist  wegen  (Ib) 

AP  A    T^ 

d.  h.  die  Evolvente  ist  eine  Kreisevolvente. 

Sei  jetzt  die  Evolute  aber  die  kürzeste  Linie  auf  derjenigen  ab- 
wickelbaren Fläche,  deren  Wendungskante  die  allgemeine  Schrauben- 
linie ist.  Wir  erhielten  in  §  6  dann  P  -{-  m^  =  a^,  dies  ist  die  Glei- 
chung eines  Kreises  und  wir  erhalten  dann  die  Gleichung  zwischen 
Bogenlänge  und  Tangenten winkel  A  =  a^;  die  Evolvente  ist  also  eine 
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Schraubenlinie,  (um  diese  Gleichung  zu  erhalten,  bedarf  es  natürlich 
einer  Coordinatentransformation). 

Ausserdem  erhalten  wir  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Kreises,  dessen  Radius  hier  a  ist. 

l  =  a  sin  —  ,     m  =  a  cos  —  . 

Suchen  wir  noch  den  Cylinder,  auf  welchem  sich  diese  Schrauben- 
linie befindet. 

Die  Gleichungen  h  cd  des  §  6  ergeben,  wenn  man  wieder  l'  m 
für  l  und  m  schreibt: 
dSi  ==  dö  sin  (l'  -\-  c),    dl  =  sin  (X  -\-  c)  dm\    d^  ==  cos  (V  +  c)  dm  , 

r  -f-  c  ist  constant ,  die  Integrale  ergeben  also  lineare  Beziehungen 
zwischen  s^  und  ß,  1  und  m  ,  (i  und  m.  Aus  diesen  Gleichungen 
und  (Ib)  ergiebt  sich  dann  die  Lösung  unserer  Aufgabe. 

Wir  betrachten  z.  B.  den  Fall,  wo  die  Evolute  die  kürzeste 
Linie  auf  derjenigen  Fläche  sei,  welche  zur  Wendungskante  die  ge- 
wöhnliche Schraubenlinie  hat.  In  §  6  hatten  wir  für  diese  kürzeste 
Linie  die  Gleichung  6^  =  AB  -\-  C2I  gefunden.  Jetzt  ist  in  dieser 
Gleichung  0,}i  bezüglich  mit  s,  w,  B  mit  a  zu  vertauschen,  also: 

sm  =  Aa  -\-  c^lf 

diese   Gleichung   in   Verbindung  mit  m^  -\-  l^  =  a^  (Ib)   giebt  dann: 

a=  f^^±Mdl-hi; 

d.  h.  durch  Integration: 

6  ==  Aa  arc  sin c.^  |/a^  -\-  l^  —  hl  -\-  h 

oder  wenn  man  für  l  seinen  Werth  a  sin  —  setzt: 

a 

X  .      X 

6  =  Ak  —  Cn  0;  COS ha  sin  — \-  h, 

da  zwischen  l  und  m  eine  lineare  Beziehung  stattfindet,  ebenso 
zwischen  s^  und  6,  so  kann  man  mit  anderer  Bezeichnung  der  Con- 
stanten, und  wenn  man  zwei  derselben  durch  Transformation  weg- 
schafft, schreiben: 

Si  ==  am  -f-  h  cos  sm'  -\-  c  sin  sm' , 
oder  * 

Si  =  am  +  g  sin  (sm'  -\-  f), 

eine  Gleichung,  die  nach  §  7  die  Evolvente  einer  Hypercycloide  oder 
Epicycloide  ergab.     Also: 
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Die  Evolvente  der  kürzesten  Linie  auf  derjenigen  abwickelbaren 
Fläche,  welche  zur  Wendungskante  eine  gewöhnliche  Schraubenlinie 
hat  (und  wie  leicht  einzusehen  auch  die  Evolvente  der  kürzesten 
Linie  auf  dem  Rotationskegel),  ist  eine  Schraubenlinie  auf  einem 
Cylinder,  dessen  Basis  die  Evolvente  einer  Epicycloide  oder  Hyper- 
cycloide  ist. 

§  9- 
Beschäftigen  wir  uns  noch  mit  den  Beziehungen  zwischen  den 
einzelnen  Evoluten  einer  Curve  und  der  Evolutenfläche,  sowie  mit 
der  Wendungskante  dieser  Letzteren.  Es  mögen  sich  die  Grössen 
L  M  S  als  bezügliche  Linienkrümmung,  Flächenkrümmung  und  Bogen- 
länge auf  die  Evolutenfläche  beziehen,  l  m  s  für  die  Evolute,  k  }i  a 
für  die  Evolvente  gelten.  Die  Evolutenfläche  ist  nun  die  Einhüllungs- 
fläche einer  Schaar  von  Ebenen,  die  auf  den  Elementen  der  Evol- 
ventenfläche senkrecht  stehen,  mithin  ist  der  Winkel  zweier  auf  ein- 
ander folgenden  dieser  Ebenen,  d.  h.  derjenige,  den  zwei  auf  einander 
folgende  Krümmungsebenen  der  Wendungskante  machen  gleich  dk,  also 
dM=  dk:  oder  mit  angemessener  Bestimmung  der  Constanten  M  =  l. 
Da  ferner  der  Durchschnitt  zweier  dieser  Ebenen,  d.  h.  die 
Tangente  der  Wendungskante  auf  der  Ebene  zweier  auf  einander 
folgenden  Elemente  der  Evolvente,  also  auf  ihrer  Krümmungsebene 
senkrecht  steht,  so  ist  auch:  dL  ==  d}i,  L  =  ^.  D.  h.  in  Bezug 
auf  Evolvente  und  Wendungskante  der  Evolutenfläche  sind  Linien- 
uud  Flächenkrümmung  zu  vertauschen.  Die  Gleichungen  III  b  und 
IV  b  des  vorigen  Paragraphen  geben  daher: 

dl  =  cos  (B  —  L)  dM,     dm  =  sin  {JB  —  L)  dM, 
Suchen    wir    noch    den    Winkel    V,    welchen   die   Taugente    der 
Wendungskante    der  Evolutenfläche   und    die   Tangente    irgend    einer 
Evolute  mit  einander  machen. 

Seien  ACE  (Fig.  7)  zwei  nächste 
Elemente  der  Evolvente,  AB,  CD,  DE 
die  drei  durch  ihre  Endpunkte  gehenden 
Tangenten  einer  Evolute.  BF  und  DE  die 
zugehörigen  Tangenten  an  die  Wendungs- 
kante der  Evolutenfläche,  dann  ist  Winkel 
FBD  =  V,  der  Winkel  zwischen  den 
-^    .    '^  Ebenen  BAC  und  ACE,    d.   h.    zwischen 

den  Krümmungsebenen  der  Evolvente  und 
Evolute  war  (§  8)  iv  =  B  —' ^  und  da  BE  auf  Ebene  ACE  senk- 
recht steht,  der  Winkel  zwischen  BF  und  Ebene  ABC  =  J  +/*  —  5. 


—    225    — 

Ebene  BFC  steht  auf  ÄC,  also  auf  Ebene  ABC  senkrecht,  also  ist 
BC  oder  BD  die  Projection  von  BF  auf  BAC  und  Winkel  FBI) 
oder     V    der    Neigungswinkel     von    BF    zu     Ebene    BAC,    also 

Y  =  ^  -\-  ^  —  B.    Setzt  man  also  in  die  allgemeine  Formel  (3)  des 

%   6  S  für  s,    s  für  6,    L  für  l,   V  für  v,  so  ergiebt  sich: 

wozu  noch  die  schon  gefundenen  Formeln  kommen: 
(ITc)  dl  =  cos  (B  -  L)dM. 

(III  c)  dm  =  sin  {B  —  L)  dM. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Beziehung  der  Wendungskante  der 
Evolutenfläche  zu  einer  Evolute.  Ihre  Uebereinstimmung  mit  den 
Formeln  des  §  6  für  die  kürzesten  Linien  giebt  einen  andern  Beweis 
für  den  bekannten  Satz,  dass  die  Evoluten  kürzeste  Linien  auf  der 
Evolutenfläche  sind,  was  freilich  auch  daraus  schon  folgt,  dass  der 
Winkel  zwischen  BAC  und  BFB  ein  rechter  ist. 


§  10. 

Wir  wollen  noch  eine -andere  abwickelbare  Fläche  betrachten, 
die  zu  den  hier  behandelten  Curven  und  Flächen  in  einfacher  Be- 
ziehung steht. 

Denken  wir  uns  eine  Berührungsebene  einer  abwickelbaren  Fläche, 
welche  letztere  wir  mit  A  bezeichnen  wollen,  so  um  die  in  ihr  ent- 
haltenen Erzeugungslinien  gedreht,  dass  sie  mit  der  nächsten  Be- 
rührungsebene zusammenfällt,  diese  dann  um  die  in  ihr  enthaltene 
Erzeugungslinie  gedreht,  bis  sie  mit  der  nächsten  Berührungsebene 
zusammenfällt,  u.  s.  w.,  so  beschreibt  jede  z.  B.  die  erste  Erzeugungs- 
linie eine  andere  abwickelbare  Fläche,  welche  aus  unendlich  kleinen 
Theilen  der  Mäntel  von  Rotationskegeln  besteht  (oder  was  dasselbe 
ist,  aus  unendlich  kleinen  Stücken  der  Tangentialebenen  dieser  Kegel). 
Diese  abwickelbare  Fläche  wollen  wir  mit  B  bezeichnen,  wir  können 
sie  die  abwickelnde  Fläche  der  Fläche  A  nennen.  Die  Wendungs- 
kante der  Flächen  A  und  B  wollen  wir  kurz  als  Curven  A  und  B 
bezeichnen. 

L,  M,  S  sollen  die  Coordinaten  der  Curve  und  Fläche  A,  Z„  M^  S^ 
die  der  Curve  und  Fläche  B  sein.  Letztere  Fläche  enthält  ofl:enbar 
je  eine  Evolvente  aller  auf  Fläche  A  befindlichen  kürzesten  Linien. 
(Siehe  den  vorigen  Paragraphen.) 
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Sei  jetzt  (Fig.  8)  DE  diejenige   Erzeugungslinie  der  Fläche  Ä, 
welche   die  Fläche  B  beschreibt,  in  irgend  einer  Lage,  welche  sie 
Fig  8.  bei  dieser  Bewegung   annimmt,    CE  dieselbe  Er- 

zeugungslinie in  ihrer  nächstfolgenden  Lage,  BÄ 
diejenige  Erzeugungslinie,  um  welche  die  momen- 
tane Drehung  erfolgt,  dann  ist  Winkel  CBÄ  =  L, 
wenn  man  nämlich  für  diejenige  Erzeugungslinie 
von  Curve  A,  welche  die  Fläche  B  beschreibt, 
Z  =  0  setzt,  der  unendlich  kleine  Theil  des  Kegel- 
\^  mantels  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ebene  DEC 
steht  ferner  auf  dem  Axenschnitt  GBA  senkrecht, 
d.  h.  die  Krümmungsebene  der  Curve  B  schneidet  die  Curve  A  senk 
recht.  Diese  letztere,  d.  h.  die  Punkte  E,  B  u.  s.  w.  liegen  auch  auf 
der  Fläche  B,  da  sie  bei  den  bezüglichen  Drehungen  ihren  Ort  nicht 
ändern,  also  ist  Curve  A  eine  kürzeste  Linie  der  Fläche  B.  Es  gelten 
daher  die  Gleichungen  des  §  6.  In  der  That  muss  in  den  Glei- 
chungen des  §  5,  tv  =  -^  und  v,  d.  h.  Winkel  CBA  gleich  L  gesetzt 

werden,  die  entsprechenden  Gleichungen  werden  dann: 

.       dS  .     -r  d^S,        ^  dS,  r 

3-7=  —  siniy  -^-jrf  =  2  vyi  cos  L 
all  dL^  dL 

dLi  ==  sin  LdMy 

dMi  =  cos  LdM. 

Es  ist  also  in  den  Formeln  des  §  6  nur  c  =  0  gesetzt. 

Für  den  Cy linder  ist  übrigens  immer  X  =  0,  weil  L  von  einer 
Seite  des  Cylinders  aus  gezählt  wird  und  diese  mit  jeder  andern  den 
Winkel  Null  macht.  Dann  ist  L^  «=  Const.,  also  die  abwickelnde 
Fläche  B  ebenfalls  ein  Cylinder.  Irgend  ein  Punkt  der  Basis  des 
Cylinders  A  beschreibt  dann  offenbar  die  Basis  des  Cylinders  B  und 
diese  letztere  Basis  ist  also  immer  eine  Evolvente  der  ersteren. 

Ist  Fläche  A  ein  Kegel,  also  dS  =  0,  so  gibt  die  Integration 
der  Gleichung  für  Sj^: 

i^  = -^,S,  =  C,-C  cot  L. 

Für  den  ßotationskegel  ist  M=AL,  also  bei  angemessener 
Bestimmung  der  Constanten: 

Li==  ~  A  cos  L,    Ml  =  —  A  sin  L, 
also 

cos  arc  cos  I  —  --) 


L  =  arc  cos y^,  cot  L  = 


sm  arc  cos 


(-1)' 


oder 


cot  L  = 
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VA.  -  A^ 

es  ergiebt  sich  also  die  Gleichung  für  S^: 

GL, 


Si=  Ci  — 


Va^-l,'- 


Fig.  9. 


Ergänzungen  zur  Theorie  der  Flächenkrünimung. 

§  11. 
Wir  geben  zunächst  noch  einige  Hilfssätze,  die  sich  an  den   in 
§  2  dieses  Anhangs  gegebenen  anschliessen. 

A)  Mögen  sich  zwei  Curven  auf 
einer  Fläche  (Fig.  9)  in  Punkt  M 
derselben  schneiden,  so  sind  die 
Winkel  AMC  und  BMC,  welche  zwei 
auf  einander  folgende  Elemente  Ä3I 
und  J5Jf  der  einen  mit  dem  Elemente 
CM  der  andern  machen,  offenbar  um 
ein  unendlich  Kleines  erster  Ordnung 
von  zwei  Rechten  unterschieden,  ist 
aber  die  Curve  ÄMB  eine  geodä- 
tische, so  ist  dieser  Unterschied  un- 
endlich klein  von  der  zweiten  Ordnung,  kann  also  immer,  wenn  es 
sich  um  solche  Grössen  erster  Ordnung  handelt,  vernachlässigt  werden. 
Beweis.  AM,  BM  sind  zwei  auf  einander  folgende  Elemente 
der  ersten,  CM  eins  der  zweiten  Curve.  Wir  ziehen  in  M  die  Nor- 
male MB  und  die  gradlinige  Fortsetzung  ME  von  MA.  Ist  MB 
nun  die  geodätische  Fortsetzung  von  AM,  so  bilden  MC  und  MB 
eine  Normalebene,  welche  auf  der  Tangentialebene  BME  senkrecht 
steht.  Das  sphärische  Dreieck  JEBC  ist  also  bei  B  rechtwinklig  und 
man  hat:  cos  EC  =  cos  BC  cos  BE.  Mit  Berücksichtigung  des  un- 
endlich kleinen  BE  ergiebt  sich  hieraus:  ;^ 

cos  BC=  — ^^^  =  cos  :^E  [1  -f  ^j, 

so  dass  die  Cosinus  von  BC  und  EC,  also  auch  diese  Grössen  selbst 
nur  um  ein  unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  von  einander  ver- 
schieden sind,  da  nun  EC  oder  Winkel  EMC  das  Supplement  von 
AMC  ist,  so  hat  man  auch  AMC  -\-  BMC  ==  7t  bis  auf  ein  un- 
endlich Kleines  zweiter  Ordnung. 

15* 
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B)  Denken  wir  uns  ein  Parallelogramm  AB  CD  so  aus  seiner  Lage 
gebracht,  dass  das  Dreieck  ABC  und  die  Fortsetzung  von  ABC  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander  bilden,  wobei  natürlich  diese  Drei- 
ecke und  also  auch  die  Diagonale  AC  unverändert  bleibt,  dagegen  die 
Diagonale  BD  verkürzt  wird,  das  Parallelogramm  mit  seinen  beiden  Dia- 
gonalen verwandelt  sich  dann  in  ein  unendlich  flaches  Tetraeder,  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Winkeln  desselben  wollen  wir  hier  bestimmen. 

In  der   ursprünglichen   Gestalt 
^^  des  Parallelogramms  (Fig.  10)  ist 


sin  ABB        sin  AB D 
Also     wenn     wir     die      benannten 
Winkel   nach   der  Deformation  be- 
züglich mit  hh  hji^  bezeichnen  und 
ein    für    allemal    unendlich   Kleine 


Fig.  10. 


unter   r,  r, ,  t.. 


G  6.  a., 


erster  Onlnunjr  verstehen: 


sin  h         sia  Ä;     , 
sin  Äi         sin  «1    ' 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Winkel  DAB,  ABC,  BCD,  CDA 
nach  der  Deformation  bezüglich  mit  ccßyS,  so  ist  (Fig.  10): 

a  =  h  -\-  hl  —  T,       ß  =  ]c,^  -\-  ]c^  —  T^  =  7t  —  a  —  6, 
y  =  K  ~^  K  —  ^  =  ^  ~\~  ^1)     S  =  ^3-{-Jc  —  t^  =  7C  —  a  —  (?2. 

Ebenso  sind  die  Unterschiede  zwischen  7^l  und  A3,  7t  und  h^,  l\  und  Jc^, 
Je  und  Ä'2  unendlich  klein. 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  s,  s^,  f^?  ^3  die  unendlich  kleinen  Flächen- 
winkel des  Tetraeders  bezüglich  bei  AD,  AB,  BC,  CD,  dann  ist  in 
der  dreikantigen  Ecke  A, 

cos  h  cos  a  -f"  sin  h  sin  a  cos  s  ==  cos  hi , 
d.  h.  wenn  wir  cos  £  mit  1  —  ^  vertauschen : 


oder: 


cos  (a  —  h)  —  sin  «  sin  h  —  ==  cos  \ 
cos(/ii  —  t)  =  cos  /i,  -f-  sin  a  sin  h  — 


also  wenn  wir  für  cos  Qi^  —  r)  setzen 

cos  \  -f"  r  sin  \ 


t  sin//i  =  sin«  sinÄ 
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Für    dieselbe  Ecke   Ä    ergiebt   sich    aber,   wenn    man  den  Flächen- 
winkel  AB  ==  e^  bestimmt,  ganz  auf  die  nämliche  Weise: 

j.  ü 
t  sin  h  =  sin  a  sin  \  -|- 

also: 

s^  sin  li^  ==  «1^  sin  h^ 
oder: 

B  sin  h  =  «1  sin  h^ , 
da  die  Sinus  beide  positiv  sind,  also  über  das  Vorzeichen  kein  Zweifel 
stattfindet.     Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Ecke  bei  B: 

■  Tj  sin  h^  =  sin  ß  sin  k^  -~-,       f^  sin  Jc^  =  «g  sin  k^. 

Für  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  schreiben: 

sin  ß  sin  itj   Sj  ^ 

oder  wegen  der  Werthe  von  ß,  h^,  k^,  wenn  wir  alle  Grössen,  die  un- 
endlich  klein  gegen  f/'',   wie  hier  nothwendig,  nicht  berücksichtigen: 

.     „sin^-,  s,^         sin«  sin ^,  s, ^ 

ir,  =  Sin  ß  ^— r  -^  ==  ^— ü — -  -^  =  ir, 

^  '^   sm  Ä    2  sin  h         2  ' 

ebenso  giebt  die  Gleichung 

sl  sin/jj  =  «2  sin  7^2) 
wenn  man   die  gegen  s^  und  «2   verschwindenden  Grössen  unberück- 
sichtigt lässt: 

£1  sin  hl  =  «2  sin  h^  =  «2  siu  Ti-, 

also  £  =  £2- 

Durch  Betrachtung  der  Ecken  bei  G  und  I)  ergeben  sich  dann 
ganz  gleiche  Schlüsse,  und  man  hat: 

£  =  £2,         £j  =  £3,         r  =  Tj  =  Tg  =  T3, 

zu  diesen  Gleichungen  kommen  dann  noch  die  eben  gefundenen: 

sina  sinÄ,  f.*  .7  .     , 

t  = ^  .    ,^       ,       £  Sin  fi  ==  £,  sin  h, , 

2  sin  Ä        '  ^  ^ ' 

aus  welchen  3  Gleichungen  sich  endlich  ergiebt: 

s  f :  sin  a 


t  = 


2 

Anmerkung.  Es  muss  bemerkt  werden,  dass  diese  Schlüsse 
noch  richtig  sind,  wenn  die  Seiten  des  ursprünglichen  Parallelogramms 
unendlich  klein  sind,  und  die  endlichen,  einander  gegenüberliegenden 
Winkel  desselben  um  unendlich  kleine  Grössen  von  einander  ab- 
weichen, es  würden  dann  in  unsern  Formeln  nur  Glieder  hinzukommen, 
die  gegen  die  berechneten  Grössen  verschwinden. 


-     230     — 


Funkt   31  gehen, 


C)  Zwei  Curven  auf  einer  Fläche  mögen  sich  im  Punkte  31  der- 
selben schneiden.  Je  2  nächste  der  4  Elemente  derselben,  die  durch 
bilden  dann  4  Winkel,  deren  Unterschied  von 
4  Rechten  unendlich  klein  ist,  dieser 
Unterschied  soll  berechnet  werden. 
Seien  (Fig.  11)  Ä3IB,  C3ID  diese 
Elemente, 

•  Winkel  Ä3IC  =  a, 
B3IC=7t~-  a  —  (i, 
AMD  =  n  —  a  —  V, 
DMB  =  a  —  ^, 
wo  also  ft,  V  und  %•  unendlich  kleine 
Y^  Grössen    sind,    in    dem     sphärischen 
Vierecke  AGB D  sei  ferner  der  Win- 
kel  C,    oder    der    Ebenen winkel    bei 
C31  =  7t  —  m,  der  Ebenen  winkel  A, 


oder  der  Ebenenwinkel  bei  A3I:  % 


m^ ,  wo   m  und  %   ebenfalls 

also 


unendlich    klein    sind.      Möge    ferner   der    Winkel    GAB  ==  x, 
DAB  =  7C  —  m^  —  X  und  Winkel  AMB  ==  n  —  d  sein. 

Statt  des  Dreiecks  ABG  betrachten  wir  nun  sein  Supplementar- 
dreieck  A^B^G^,  wo  B' Ä  =  m,  B'C  =  %  —  x,  Winkel  B'  =  n  —  a, 
Winkel  Ä  =  a  -{-  (i,  G'  ==  8  ist.  Dasselbe  gehört  unter  die  in  §  2 
betrachteten  Dreiecke,  und  aus  der  Formel  3  des  angeführten  Para- 
graphen ergiebt  sich: 

(i  =  ö  cos  X. 

Betrachten  wir  statt  des  Dreieckes  AGB  aber  ABB,   so  haben  wir 
bezüglich  zu  vertauschen:  a,  a  -\-  fi,  x  mit:  n  —  a  —  v,  7t  —  a  -\-  d; 
rig.  IIa.         ^  —  %  —  X,  während  d   unverändert  bleibt,  an   die 
Stelle  von  fi  =  a  -j-  ^  —  et  tritt  also: 

■7t  —  a  -{-  d"  —  7t-{-a-\-v  =  v-{-d-, 
und  es  ergiebt  sich: 

V  -\-  d-  =  —  d  cos(:r  -j-  %), 
das  heisst: 

v  -j-  -9-  =  —  S  cos  X  -f-  ni^  d  sin  x, 
aus  unserm  Dreiecke  (Fig.  IIa)  folgt  nun  unmittelbar: 
d  sina;  =  m  sin(«  -\-  jit), 
-4   woraus  sich 

V  -\-  d^  =  —  dcosaj-j-  mnii  sin(a  -|-  ft) 


also  auch: 


^  -\-  V  -j-  d'  =  mni^  sin(a  -f-  i"^}  ==  ^w%  sin« 
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ergiebt,  da  der  Unterschied  zwischen  sin  (a  -f-  [i)  und  sin  a  gegen  die 
vorhandenen  Grössen  verschwindet.     Der  Ausdruck  links  ist  offenbar 
der  Unterschied  der  vier  Winkel  um  M  von  2n,  und  dieser  Unter- 
schied ist  also  gleich  mmi  sin«,  also  unendlich  klein  von  der  zweiten. 
Ordnung, 


Gegen  den  Beweis,  wie  wir  ihn  hier  im  Text  gegeben  haben,  lässt  sich 
indess  ein  Einwand  machen,  da  nämlich  ^  -\-  v  -{-  &  unendlich  klein  von 
zweiter  Ordnung  ist,  so  hätten  in  der  Rechnung  auch  alle  unendlich  Kleinen 
zweiter  Ordnung  berücksichtigt  werden  müssen.  Dies  soll  hier  noch  geschehen . 
Die  Gleichungen  die  zur  Bestimmung  von  [i,-{-  v  -\-  &  führen ,  lauten  nämlich 
vollständig: 

—  cos  a  cos  d  -j-  sin  a  siu  S  cos  x  =  —  cos  (a  -f  ft), 

woraus    sich    mit   Berücksichtigung    des    unendlich  Kleinen    zweiter    Ordnung 
ergiebt: 

/  V  cosaö^    ,    V,    ■  .         ,    u* 

(1)  — [-  o  sin  a  cos  x  =  [i  uma  -\~  ~  cos  a 


cos  aS"^ 
und 


cos  (a  -|-  v)  cos  8  —  sin  (a  +  »')  s'Q  ^  cos  {x  -\-  m^  =  cos  (a  —  %) 
oder : 

(cosa  —  V  sin  a  —  -  ~  cosaj  \\  ■ — --i —  d'(sin  a-\-v  cosa)  (cos  x  —  m^  sin  oc) 

=  cos  a  -\-  v  sm  a —  cos  a 

u 

oder: 

V*                    Ä*  .  .  . 

(2") cos  a cos  a  —  8  sm  a  cos  x  —  v8  cos  a  cos  x  -\-  m..8  sin  a  sin  x 

*■  '^  2  2 

>=  (■9'  -{-  »')  sin  a cos «  . 

Durch  Addition  der  Gleichungen  1  und  2  erhält  man  dann: 

u=ä  4-  v^  —  ^2 
(fi  -|-  V  -|-  %)  sin  a  -\-  — — ' — cos  a  ==  m^  d  sin  a  sin  x  —  vo  cos  a  cos  x  . 

Aus  Gleichung  1  hat  man  mit  Vernachlässigung  der  unendlich  Kleinen  zweiter 
Ordnung  S  cos  x  ==  fi  und  dies  kann  in  das  zweite  Glied  rechts  der  letzten 
Gleichung  eingesetzt  werden,  da  der  vernachlässigte  Theil  von  der  dritten  Ordnung 
ist,  man  erhält: 

(U    _L    y)2    _    ^2  _  , 

(/*-{■  '^  4"  '^)  sm  ß  -}-  — — - — cos  a  =  m^  8  sin  a  sm  x  . 

Der  Factor  des  zweiten  Gliedes  links: 

verschwindet  aber  gegen  /t  +  v  -}-  '^5  ist  also  gegen  das  erste  Glied  zu  ver- 
nachlässigen, und  man  erhält  wie  im  Text: 

ft  -}-  *'  +  ^  =  %  *  sin  a;  =  mwij  sin  a. 


2B2 


§  12. 
Andere  Definition  der  Flächenkrümmung. 

Die  Gaussische  Definition  der  Flächenkrümmung  war  folgende: 

Man    umgebe    den   Punkt   M   der    Fläche    mit    einer   unendlich 

kleinen  geschlossenen  Figur  F,  zu  der  Normalenschaar  des  Umfanges 

dieser  Figur  ziehe  man  Parallelen  durch  den  Mittelpunkt  einer  Kugel 

mit  Radius  1 ,  welche  auf  der  Oberfläche  derselben  eine  zweite  Figur  cp 

abschneiden,  die  Krümmung  der  Fläche  in  Punkt  M  ist  dann  ~^,  wo 

F  auf  unendlich  viel  Arten  gegeben  sein  kann.  Wir  wollen  den 
Zähler  dieses  Ausdruckes  qp  als  Krümmungselement,  den  Nenner  F 
als  Flächenelement  bezeichnen.  Dem  Werthe  von  cp  lässt  sich  nun 
mit  Hülfe  des  vorigen  Paragraphen  auch  eine  andere  Bedeutung  geben. 
Man  denke  sich  die  Fläche  von  2  Schaaren  continuirlich  aus 
einander  entstehender  Curven  angefüllt,  und  dadurch  in  unendlich 
kleine  Vierecke  getheilt,  die  allerdings  im  Allgemeinen  nicht  als 
eben  zu  betrachten  sind.  Es  wird  jedoch  zu  jeder  Schaar  von  Curven 
eine  zweite  derart  bestimmt  werden  können,  dass  diese  Vierecke 
eben  sind,  so  nämlich,  wie  dies  ja  immer  möglich  ist,  dass  in 
allen  Schnittpunkten  zweier  Curven  aus  den  beiden  Schaaren  die 
Tangenten  derselben  coujugirt  sind,  also  z.  B.  wenn  beide  Schaaren 
die  Krümmungslinien  der  Fläche  sind.  Für  das  Flächenelemeut  F 
kann  man  dann  den  Inhalt  eines  solchen  Vierecks  ÄMCG  (Fig.  12) 

setzen.  Bestimmen  wir  das 
Krümmungselement  <p,  dasselbe 
wird  auf  der  Kugel  ebenfalls 
ein  unendlich  kleines  Viereck 
(p  abschneiden,  welches  fol- 
geudermasseu  entsteht.  Zieht 
^  man  in  C,  M  und  Ä  Normalen 
an  die  Fläche,  so  ist  der 
Winkel,  welche  die  in  C  und 
M  gezogenen  mit  einander 
j^  machen  die  eine,  der  welchen 
die  in  Ä  und  M  gezogenen 
machen,  die  anstossende  Seite  des  Vielecks  cp.  Nun  sind  aber 
Viereck  ÄMCG  und  die  anstossenden  AMDF,  MCHB,  da  sie 
eben  sind,  zugleich  auf  einander  folgende  Tangentialebenen  der 
Fläche,  bilden  also  dieselben  Winkel  als  ihre  Normalen.  Identiticirt 
man  also   nun   die  vierkantige  Ecke  um  M  mit  der  in  §  Uc  be- 
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trachteten,  so  fallen  die  beiden  anstossenden  Seiten  von  q)  mit  den 
dort  mit  m  und  m^  bezeichneten  Grössen  zusammen.  Der  Winkel 
zwischen  diesen  Seiten  lässt  sich  aber  leicht  finden;  es  ist  derjenige, 
den  die  Ebenen  mit  einander  machen,  welche  einerseits  den  in  C 
und  M,  anderseits  den  in  A  und  M  errichteten  Normalen  parallel 
sind.  Die  erste  dieser  Ebenen  steht  auf  ÄMCG  und  A3IDF,  also 
auch  auf  ihrem  Durchschnitte  AM,  die  zweite  auf  AMCG  und 
MC  HB,  als  auf  ihrem  Durchschnitte  MC  senkrecht,  der  Winkel 
zwischen  den  Seiten  m  und  m^  von  cp  ist  also  der  Winkel  AMC, 
welcher  §  11c  mit  a  bezeichnet  war,  und  da  die  beiden  Dreiecke, 
in  welche  cp  zerfällt,  sich  offenbar  nur  um  eine  gegen  ihren  Inhalt 
verschwindende  Grösse  unterscheiden,  ergiebt  sich  (p  =  mm^  sin«, 
also  gleich  dem  Unterschiede  der  4  Winkel  um  M  von  2%.  Also: 
Theilt  man  eine  Fläche  durch  2  Curvenschaaren,  die  in  allen  Schnitt- 
punkten conjugirte  Tangenten  haben,  in  unendlich  kleine  Vierecke,  so 
ist  die  Krümmung  im  Punkte  M  gleich  dem  Unterschied  der  4  Winkel 
um  M  von  2%^  dividirt  durch  den  Inhalt  eines  solchen  Vierecks. 

§  13. 

Der  eben  gegebenen  Definition  entnehmen  wir  zunächst  einen 
neuen  Beweis  und  zugleich  eine  Erweiterung  des  Gaussischen  Satzes 
für  die  Totalkrümmung  eines  Dreieckes  auf  einer  Fläche.  Diese  Er- 
weiterung schliesst  sich  genau  an  die  §  1  gegebene  Darstellung  des 
Inhaltes  eines  Dreieckes  auf  einer  Kugel  an,  wenn  die  Seiten  des- 
selben beliebige  Curven  sind. 

Sei  auf  einer  Fläche  (Fig.  13)  ein  Dreiek  J.  5  (7  gegeben,  so  können 
wir  den  Inhalt  desselben  durch  zwei  Curvenschaaren  in  unendlich 
kleine  ebene  Vierecke  auf  die  mehrfach  angegebene  Art  eintheilen.  Da 
das  aber  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen  kann,  so  können  wir  sogar 
annehmen,  dass  eine  Seite  derselben  AB  zu  der  einen  Curvenschaar  ge- 
höre, die  durch  die  Spitze  C  des  Dreiecks  gezogene  der  zweiten  Curven- 
schaar angehörige  Linie  CD,  theilt  das  Dreieck  in  zwei  andere  ACD 
und  BCD,  von  denen  wir  zunächst  nur  das  erste  betrachten.  Die 
Totalkrümmung  desselben  ist  gleich  der  Summe  der  zu  den  in  der 
Figur  mit  kleinen  Kreisen  umgebenen  4kantigen  Ecken  gehörigen 
Grössen  (p,  also,  wenn  wir  einen  der  Winkel  dieser  Ecken  mit  h  be- 
zeichnen, und  die  Anzahl  der  Ecken  gleich  n  annehmen: 
Totalkrümmung  ==  2njt  —  Hh . 

Diese  Summe  Eh  setzt  sich  aber  zusammen  aus  den  Winkeln  h 
welche  zu  den  im  Dreiecke  gelegenen,  unendlich  kleinen  Vielecken 
gehören,  deren  Anzahl  ebenfalls  n  ist,  von  denen  jedoch  die  An  AD 
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gelegenen  mit  c  bezeichneten  abzuziehen,  un'd  die  an  CD  gelegenen 
mit  f  bezeichneten  hinzuzunehmen  sind;  es  kommen  ferner  die 
Winkel  g,  welche  den  über  AC  errichteten  Elementardreieckeu  an- 
gehören, hinzu,  und  fallen  die  Winkel  c,  welche  den  an  AC  grenzenden 
Viereckskanten  angehören,  weg,  so  dass  man  hat: 

2:1  =  Zh  +  Ef—  2Jg  +  2Jg  —  Uc. 

Nun  ist  2Jh  ==  2n7t, 
zwei  der  Winkel  f  ergän- 
zen sich  zu  dem  stumpfen 
Winkel,  den  zwei  auf 
einander  folgende  Ele- 
mente von  CD  mit  ein- 
ander machen,  ein  sol- 
cher Winkel  ist  aber  nach 
§  IIa  das  Supplement 
desjenigen,  welchen  die 
geodätische  Fortsetzung 
eines  Elementes  mit  dem 
nächstfolgenden  macht, 
ist  also  dO-  dieser  letztere 
Winkel,  s  die  Anzahl  der 
vierkantigen  Ecken,  die 
in  CD  ihre  Scheitelpunkte  haben,  so  hat  man:  2!f==s%  —  U^dd; 
wo  2^1  sich  auf  die  Theile  von  CD  erstreckt.  Aus  demselben  Grunde 
addiren  sich  die  Winkel  e  mit  Ausnahme  des  ersteren  e^  und  des  letz- 
teren Cg  zu  (s  —  l)  7C  —  U^dd",  wenn  2J^  sich  auf  die  Theile  von  AD 
bezieht.  Es  ist  aber  e^j  gleich  dem  Winkel  CDA  und  e^  ==  CAD  -j-  d^, 
wenn  unter  d  alle  an  A  C  anstossenden  Winkel,  und  der  erste  derselben 
mit  dl  bezeichnet  wird,  es  ist  also: 

2Je  =  {s-  1)7C  —  2J.,  dd'  +  CDA  -{- d,  +  DAC. 
Was  die  Winkel  g  anbetrifft,  so  wird  jeder  von  zweien  der  Winkel  d 
zu  zwei  Rechten  ergänzt,  wo  nur  der  erste  der  Winkel  d,  nämlich  d^ 
nicht  vorkommt,  somit  ist: 

Zg  =  2J  (jt  —  d)  +  dl . 
Je  zwei   der  Winkel   d,  mit  Ausschluss   von   (/g  bilden  aber  mit 
dem    entsprechenden    Winkel    c    den    stumpfen    Winkel    zweier    auf 
einander  folgenden  Elemente  von  AC,  für  den  man  wieder  7t  —  dd' 
setzen  kann,  so  dass  man  hat: 

2:(7C-d)  =  i:c-j-  2J^d»  -  d^ 
Zg  =  i:c-^  Z^  dd--^di  —  d^ , 
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wo  Zg   auf  die  Tlieile   von  ÄC  geht.     Setzt   man  die  so  gefundenen 
Werthe  in  die  von  2JJc  ein,  so  erhält"  man: 

2Jh  =  2n7t-\-7t  —  Z,d^-i-2J,^dd--{-  U^  dd-  —  CAD  —  AGB  -  ABC, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  d^  =■  AGB  ist. 

Man  hat  endlich: 
Totalkrümmung  von  AGB  =  GAB  +  AGB  +  ABG  —  jc  +  2],d^ 

—  Z^d&  —  E.^  dd' . 
Bestimmt  man  ebenso  die  Totalkrümmung  des  Dreiecks  BGB,  so 
werden  statt  2^^  und  2^  die  auf  BB  und  GB  bezüglichen  Summen 
für  2J^  dd-,  aber  dieselbe  Summe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
erscheinen,  da  in  einem  der  Dreiecke  AGB  und  BGB,  die  geodä- 
tischen Verlängerungen  der  Elemente  von  DO  in  das  Dreieck,  im 
andern  ausserhalb  desselben  fallen  (vergl.  §  1).  Es  werden  also  die 
beiden  Summen  von  2^  dd-  in  der  Totalkrümmung  von  ABG  sich 
aulheben,  dem  Winkel  BAG  wird  im  andern  Dreiecke  GBB,  dem 
Winkel  AGB,  BGB  entsprechen,  man  hat  also,  wenn  die  Winkel 
bei  A,  B  und  G  noch  mit  cc  ß  y  bezeichnet  werden,  und  das  Zeichen  U 
auf  alle  drei  Seiten  geht: 

Totalkrümmung  von  ABG  =  a  -\-  ß  -{-  y  —  7t  —  Udd-, 
dieselbe    Formel,    welche  §   1    für  den  Inhalt   eines    von  beliebigen 
Curveu  gebildeten  Kugeldreieckes  gefunden  wurde.     Ganz  wie  in  §  1 
kann  man  noch  beweisen,  dass 


2jdd=jya^2_ds^ 


ist,  wo  wie  dort  d(p  der  Contingenzwinkel,  ds  das  Bogenelement  ist, 
r  aber  den  Krümmungsradius  der  durch  das  betreffende  Element  ds 
gelegten  geodätischen  Linie  bedeutet. 

Sind  endlich  die  Dreieckseiten  geodätische  Linien,  so  ist  dd-==0 
und  man  hat  den  Gaussischen  Satz  wieder. 

§14. 
Zum  Abschluss  dieser  Betrachtungen  wollen  wii;  noch  die  neue 
Definition  der  Flächenkrümmung  auch  für  den  Fall  erweitern,  wo  die 
Fläche  nicht  in  eben  unendlich  kleine  Vierecke  getheilt  ist.  Man 
denke  sich  also  die  Fläche  zunächst  durch  zwei  Curvenschaaren  in 
Vierecke  getheilt,  die  wir  nicht  als  eben  betrachten  (Fig.  14),  diese 
aber  durch  eine  dritte  Schaar,  welche  die  Diagonalen  zu  sämmtlicheu 
Vierecken  bilden  in  unendlich  kleine  Dreiecke  getheilt,  die  wir  natür- 
lich als  eben  betrachten  können.  In  irgend  einem  Endpunkte  M 
(Fig.   14a)   wird,   wenn   man    die  Diagonalen   nicht   beachtet,   noch 
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immer   eine  vierkantige  Ecke  von  den  Linien  MD,  MA,  MC,   'MB 
entstehn,  und  der  Unterschied  dieser  vier  Winkel  von  2% 

=  m  m^  sin  AMC 

sein  (§  lle),  doch   verliert   diese  Formel   ihre  Bedeutung- als  Krüm- 
muugselement,  da  die  Viereckebenen  nicht  mehr  vorhanden  sind,  also 


Fig.  14 


nicht  mit  den  Tangentialebenen  zusammenfallen.  Betrachten  wir  aber 
jetzt  die  sechskantige  Ecke  um  M,  die  von  den  sechs  darin  zusammen- 
stossenden  Linien  gebildet  wird,  und  suchen  wir  die  Beziehung  der- 
selben zum  Krüramungselement  9,  indem  wir  wieder  das  Viereck 
AM  CG  oder  die  Summe  der  beiden  Dreiecke,  in  welche  es  getheilt 
ist,  als  Flächenelement  F  betrachten.  Zu  dem  Ende  errichten  wir 
in  M,  B  und  D  Normalen,  bezeichnen  den  Winkel  den  die  ersten 
beiden  machen  mit  n,  und  den  welchen  die  erste  mit  der  dritten 
macht  mit  n^,  ferner  mit  ß  den  Winkel  welchen  die  den  ersten  beiden 
Normalen  parallele  und  die  der  ersten  und  dritten  parallele  Ebene 
mit  einander  machen,  so  folgt  ganz  wie  in  §  12: 

cp  =  n  Wi  sin  /3 . 

Die  Normale  in  M  steht  nun  auf  der  Dreiecksebene  AMC,  die  in  B 
auf  der  Ebene  MBH,  oder  wenn  wir  MK  parallel  BH  ziehen,  auf 
der  Ebene  BMK  senkrecht.  Ebenso  wird  die  Normale  in  D  auf 
FMD,  oder  wenn  ML  parallel  FD  ist,  auf  LMD  senkrecht  stehen. 
Wenn  wir  unter  MN  die  Schnittlinie  der  Ebenen  AMC  und  KMB 
verstehen,  so  wird  der  Winkel  der  Ebenen  AMC  und  KMB,  oder 
der  Winkel  zwischen  CMN  und  KMN  =  n,  ebenso  ist,  wenn  MF 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  LMD  und  AMC,  der  Winkel  zwischen 
AMP  und  LMP  =  n^,  ganz  wie  in  §  12   beweisen  wir  auch,  dass 
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der  Winkel  PMN  gleich  ß  ist.     Setzen   wir  also  wie  früher  Winkel 
AMC  ==  a,  und  ausserdem 

CMN  =  X,  AMP  =  k^,  so  ist  /3  =  A  +  A,  +  «, 
wir  wollen  ferner  wie  in  §  12  den  spitzen  Winkel  zwischen  AMC 
und  CMB  mit  m,  den  zwischen  AMC  und  AMD  mit  Wj  bezeichnen. 
Denkt  man  noch  die  Linie  CB  gezogen,  so  ist  MC  HB  ein  Tetra- 
eder wie  das  in  §  Hb  betrachtete,  und  wir  können  wie  dort  den 
Winkel  zwischen  Ebene  CMB  and  MBH,  oder  zwischen  CMB  und 
MBK  mit  £,  den  zwischen  AMD  und  LMD  mit  e^  bezeichnen. 
Es  macht  hierbei  nichts  aus,  dass  die  Winkel  s  und  s^  verschiedenen 
Tetraedern  angehören,  denn  die  auf  dieselben  bezüglichen  Grössen 
weichen  nur  um   solche  Differenzen   von  einander  ab,  welche  gegen 

diese  Grössen  selbst  verschwinden,  kommen 
also  nur  in  Betracht  bei  Fragen,  wo  es 
sich  um  gegen  diese  Grössen  unendlich 
Kleines  handelt,  was  hier  nicht  der  Fall 
^  sein  wird.  Betrachten  wir  zunächst  die 
durch  NKC  und  B  gelegte  sphärische 
Figur,  Fig.  14G,  deren  Mittelpunkt  M  ist, 
indem  wir  uns  die  Linien  MB,  MC, 
MN,  MK  als  gleich  vorstellen.  Dann 
ist:  Winkel  KNC=n,  NCB  =  m, 
NBC=£,  NC  =  2.,  und  BC=Jt  —  cc  —  ^ 
(§  11).     Aus  dem  sphärischen  Dreiecke  BNC  ergiebt  sich  dann: 


Fig.  14  b. 


sin  X 
sin  s 


sin  (a  -f-  (i) 


d.  h.  sin  A  == 


und 


cot  A  sin  {a  -{-  ^)  —  sin  m  cot  £  =  —  cos  (a  -f-  fi)  cos  s , 

woraus  sich  mit  Weglassung  der  unendlich  kleinen  Glieder  ergiebt: 

cos^     .  m 

-; — r-  Sin  a  = cos  a , 

sm  ^  s  ' 

oder  wenn  man  für  sin  A  den  eben  gefundenen  Werth  einsetzt: 

1         m  —  s  cos  a 
cos  A  = . 

n 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

.  s,  sin  cc  .  1 

sm  A,  =  ■    ,     cos  Aj  =  - 

Hieraus  bestimmt  man: 


e,  cos  a 


Sin  (A  +  AJ  =  ^^"«(^>^..+  ^i»0 


2  e  f  o  sin  a  cos  cc 


C2  -L.  J  \  nrnii  —  cos  cc  (ew,  -f-  Wf,)  +  f  fi  (cos  a'  —  sin  «*) 
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also 

nn^  sin  ß  ==  nn^  sin  (a  -\-  X  -\-  X^)  =  mm^  sin  cc  —  «fj  sin  a . 
Dies  ist  also  der  Ausdruck  für  das  Krümmungselement  cp. 

Nun  its  §  11c: 

mm^  sin  a  =  2;r  —  («  +  i^  -|-  y  +  ^)  > 
denn  wir 

Ä3IC=a,     CMB  =  ß,     AMD  =  y,     BMB  =  d 
setzen,   identificiren   wir  aber  die  Figuren  MC  HB  und  A3IDF  mit 
dsm  in  §  IIB  betrachteten  Tetraeder,  und  setzen 

ß  =  K  +  h  —  '^,   v  =  h  +  h  —  '^, 

wo 

BMH=\,    HMC  =  h,,    BMF=\,    FMA  =  \ 
gesetzt  wurde,  so  haben  wir  wie  dort:  2r  ==  £«i  sin  a. 

Die  Unterschiede  welche  sich  daraus  ergeben,  dass  ß  und  y  ver- 
schiedenen Tetraedern,  die  sich  jedoch  nur  unendlich  wenig  von  ein- 
ander unterscheiden,  angehören,  verschwinden  selbstverständlich  gegen 
den  Werth  von  t.  Die  Summe  der  sechs  Winkel  der  sechskantigen 
Ecke  um  M  aber  ist: 

und  der  Unterschied  dieser  Winkel  von  271  ist  gleich: 

2n  —  (a  -j-  /3  -f-  y  -f-  d)  —  2t  =  mm^  sin  a  —  ss^  sin a  =nn^  sin  ß  =  cp. 

Also: 

Wird  eine  Fläche  durch  zwei  Curvenschaaren  in  Vierecke  und 
diese  wieder  durch  eine  dritte  Curvenschaar  in  je  zwei  Dreiecke  ge- 
theilt,  so  ist  die  Krümmung  gleich  dem  Unterschied  der  um  einen' 
Schnittpunkt  herum  liegenden  sechs  Dreieckswinkel  von  27t,  dividirt 
durch  den  Inhalt  des  anstossenden  Vierecks. 

Hieraus  folgt  auch  der  Gaussische  Satz,  dass  bei  Flächen,  die 
sich  auf  einander  abwickeln  lassen,  die  Krümmung  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  gleich  ist,  da  sich  hierbei  die  elementaren  Drei- 
ecke also  auch  ihre  Winkel  nicht  ändern. 

§  15. 
In  der  Theorie  der  Curven  in  der  Ebene  sind  eine  olemeiitare 
Liniengrösse,  das  Bogenelement,  und  eine  solche  Winkelgrösse  der  Con- 
tingenzwinkel  von  Wichtigkeit,  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  tritt 
nocli  der  Winkel  zweier  unendlich  nahen  Krümmungsebenen  hinzu. 
Bei  Flächen  wird  die  Anzahl  solcher  elementaren  Grössen  eine  viel 
bedeutendere.      Von    diesen    sind   besonders   zu    merken :    I.    Linien- 
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Fig.  15. 


grossen:  die  Seiten  und  Diagonalen  des  durch  M  gelegten  Ele- 
mentarviereckes MABC  (Fig.  15),  welches  von  je  2  Curven  ge- 
bildet wird,  die  den  Schaaren  an- 
gehören, in  welchen  «  bezüglich  v  sich 
allein  ändern.  IL  Winkelgrössen : 
die  Kanten  und  Ebenenwinkel  des 
Tetraeders,  welches  durch  das  Ele- 
mentarviereck bestimmt  ist,  ferner 
die  Kanten-  und  Ebenenwinkel  der 
vierkantigen  Ecke  um  M,  welche  von 
den  Curven-Elementen  MA  und  MC 
und  ihren  Fortsetzungen,  BM,  EM, 
auf  den  entsprechenden  Curven  gebildet  wird,  endlich  die  Ebenen- 
und  Kantenwinkel  der  sechskantigen  Ecke  um  M,  die  'aus  der  vier- 
kantigen entsteht,  wenn  man  noch  die  Diagonale  MB  und  die  ent- 
sprechende Diagonale  MF  des  angrenzenden  Elementarviereckes 
I)FEM  hinzunimmt.  Diese  Grössen  sollen  hier  noch  analytisch  be- 
stimmt werden.  Zu  dem  Ende  soll  das  Zeichen  d  ein  Differentiiren, 
wobei  u  allein  sich  ändert,  d^  ein  solches,  wobei  v  allein  sich  ändert, 
anzeigen.    Sei  ferner  Seite  MA  =  ds,  MC  =  d^Sj^,  dann  ist: 

ds  =  yE  du,      d^Si  =  YG  dv. 

Sei  ferner  a  der  Winkel  CMA,  welcher  sich  von  den  andern  Vier- 
eekwinkeln  bezüglich  ihren  Supplementen  nur  um  ein  unendlich  Kleines 
unterscheidet,  so  ergiebt  sich: 

dsdiS^  cos  a  =  dxd^x  -{-  dy  d^y  -\-  dz  d^s, 
und  hieraus: 

y~Eä  cos«  =  F,      VEG  sin«  =  YEG  -  F'. 
Seien  q  und  Qi  bezüglich  die  Diagonalen  MB  und  CA,  so  ist: 

q^  ==  ds^  -{-  d^s^^  -\-  2ds  d^^s^  cos  a  =  Edu^  +  2 Fd^i  dv  -f-  Gdv^ 
und 

qj^  =  Edu^  -  2Fdudv  +  GdvK 
Ihre  Prqjectionen  auf  die  Axe  der  x  sind  bezüglich: 

dx  +  diX  -f-  dd^x, 
und  d^x  —  dx. 

Für  die  andern  Seiten  des  Viereckes  erhält  man  noch: 
AB  =  d^Sy  -\-  dd^Sj^,       CB  =  ds  -}-  dids. 
Ihre  Projectionen  auf  die  Axe  der  x  sind  bezüglich: 
diX  -j-  ddiX,       dx  -\-  dd^x, 
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und  ähnliche  Formeln  ergeben  sich  für  die  anderen  Axen.  Die 
Normale  denken  wir  uns  senkrecht  auf  Dreieck  MCA,  seien  k^v 
die  Winkel  derselben  mit  den  Axen,  so  war  §  56: 

3i"cosA  =  ^,        Mcos[i  =  B,        Mcos  v  =  C, 
M^  =  A^  -{-  B^  +  C^  =  EG  —  F\ 
Der  Winkel  der  Diagonale  q^  mit  der  Normale  ist  ein  rechter,  sei  a 
der  Wiukel  der  Diagonale  q  mit  der  letzteren,  so  hat  man: 

E  cos  X  (dx  -{-  d,x  4-  dd,  x) 

cos  a  = ^ — ^-J — — — ^-^, 

wo   das  Snmmenzeichen  X   noch   zwei    dem    ersten    analog    gebildete 

Glieder  in  Bezug  auf  /x  und  y,  v  und  z  anzeigt,  da  aber 

EcoBldx  und  Sco^Xd^x 

verschwinden-,  erhält  man: 

Add.x  4-  Bdd,y  -\-Cdd.z 

cos  ff  =  -~^, -^= — 

q  YEG  —  F^ 

oder 

D'  dudv 
coscr  = 


2  VEG  —  F^ 

Auf  ähnliche   Weise   ergiebt    sich,    wenn   v   und  v^   die  Winkel  der 

Linien  MB  und  ME  mit  den  Axen  sind: 

Ddu  D"  dv 

cost?  === ,    . ■       cosv, 


yEVEG  —  F''  ^       yGYEG  —  F^ 

Seien  Je  und  Jci  die  Winkel  der  Diagonale,  q  bezüglich  mit  den  Seiten 
ds  und  fZjSi,  so  ist: 

sm  k  =  sin  a  -^— ^ ,       sin  k.  ==  sm  a  — 
q   '  1  q 

und  daher: 


.    ,        VEG  —  F^  dv  .    ,         VEG  —  F-'  du 

sm  k  = ^— : ,      sm  k.  = = , 

qYF  '  ^  qyG  ' 

also  auch: 

7        Edu  4- Fdv  ,  Fdu-[-Gdv 

cos  k  = =E_ —        cos  l\  =  7=: — - . 

qVE        '  ^  qyG 

Bezeichnen  wir  mit  9n,  m^  (§  12)  die  Supplemente 'der  Ebenen- 
winkel der  4  kantigen  Ecke  bezüglich  bei  CM  und  MA.  Verlängern  wir 
DM  nach  GM,  und  betrachten  das  sphärische  rechtwinklige  Dreieck 
GCH  (Fig.  16),  wo  GH  d&a  auf  Bogen  CA  =  a  gefällte  sphärische  Lotli 

=  1  —  v,  CG  ==  a  -f  f*  (§  12)  und  Winkel  GCH=m  ist,  es  er- 
giebt sich  dann,  wegen  des  unendHch  kleineu  fi: 

sin  m  sin«  =  cos  v , 
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Fig.  16. 


oder 


m  = 


DYGdu 


zA  ""  ~  EG 

und  ebenso 

_  B"yE  dv 

^^^  ~  EG-  F^' 

Die  Winkel  cp  und    g)^    der 
Seiten 

CB  =  ds-\-dids  und  AB  =  d^s^  +  ddiSi 
mit  der  Normale  ergeben  sich  ähnlich  wie  v  und  t\,  nämlich: 


cos  9) 


d,  h. 


cosqp 


2  cos X  dd^x 


D'dv 


cos  9?i 


cos  9)1 


E  cosi  dd^  X 
D'  du 


y  E^/EG  —  F^- 

seien  e  und  s^  die  Winkel  der  Ebene  MAB  bezüglich  MCB  mit 
der  Tangentialebene  31 AC.  Man  findet  diese  Grössen  wie  m  und  m^, 
nämlich    z,    B.    £    aus    einem    rechtwinkligen    sphärischen    Dreiecke, 


das 


cp  zur  Kathete,  a  zum  Gegenwinkel,  a  zur  Hypotenuse  hat. 


Man  erhält 
also: 


s  sm  cc 


cos  qo, 


EG  —  F' 


e^  sina  =  cos  qo^, 


D'YE  du 
EG  —  F- 


Es   war  §  12  der  Unterschied    ?}''  der    Kantenwinkel   der  4  kantigen 
Ecke  um  m  von  27t  gleich  mm^  sina  also: 

jj DD"  dudv 


y{EG  —  Fy 

Bestimmen  wir  noch  den  Winkel  d  der  beiden  Dreiecksebenen  MCB 
und  MAB  mit  einander,  so  ist  ;r  —  d  Ebnen winkel  eines  sphärischen 
Dreiecks,  welcher  Winkel  von  den  Seiten  h  und  \  eingeschlossen 
ist,  und  a  gegenüberliegt,  also: 

cos  Je  cos  /Cj  —  sin  k  sin  k^  cos  d  =  cos  {Je  -j-  /jj  —  t) 
d.  h.: 

—  sin  A;  sin  Jci  =  r  sin  a 
oder: 


d2  = 


q^D'' 


d  = 


«D' 


(EG  —  FY'        "         ii-'G^ 

JoACHiMSTHAii,  Anwendung  d.  Differentialrechn.    2.  Aufl. 
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16 
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und  ebenso    ergiebt   sich  der  Winkel   d\   der  Dreiecksebenen   MCA 
und  BGA: 


Ferner  wenn 
gesetzt  wurde: 
d.  h.: 


^1        EG  -  F^ 

a  -\-  r  =  k  -{-  Ji^ 

2x  =  ££i  sin« 

c,  D'^  dudv 

2t  = 


YiEG  —  F'y 

Der  Unterschied    L\   der  Kantenwinkel  der  seehskantigen   Ecke   von 
2  ji  ergab  sich   U^  U —  2  t  also: 

jj^  _{DD"  —  B'^)dudv 
^  ~      YiEG  —  F^y 
Der  Inhalt  F  des  Viereckes  MABC  ergiebt  sich 


F  =  dsdiSi  sin  a  =  YEG  —  F^  du  dv 
also  die  Krümmung: 

El  —  -P-P"  —  ^'' 

H  "~  {EG  —  Fy 

wie  schon  früher  auf  andere  Weise  gefunden  wurde,  üebrigens  be- 
deutet auch,  wie  leicht  zu  sehen,  2r  den  Unterschied  der  4  Winkel 
des  Elementarviereckes  MABC  von  2jr. 


•  —>» » 
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